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Espongo in questa memoria alcuni studii sul movimento di un filo flessibile ed 
inestensibile, di densità variabile, situato in un mezzo resistente^ ed assoggettato a 
forze date, nell' ipotesi che i singoli suoi punti si spostino cosi poco dalla posizione 
corrispondente ali* equilibrio , che si possano sensibilmente trascurare le potenze 
superiori dello spostamento, per rispetto alla prima. 

Queste ricerche sono divise in tre parti. - Nella prima, si trovano le equazioni 
del moto oscillatorio del filo, senza fare nessuna ipotesi particolare sulle forze che 
lo sollecitano. Tali equazioni sono date sotto due forme. Nella prima, figurano le 
componenti dello spostamento parallele a tre assi ortogonali diretti comunque. Colla 
seconda, si stabiliscono relazioni diflerenziali fra la vibrazione longitudinale, e le 
vibrazioni trasversali, poste nel piano osculatore e normale ad esso. 

Nella seconda parte, queste equazioni sono ridotte conformemente all'ipotesi 
che la forza sollecitante il filo mantenga in tutto il campo considerato, come la 
gravità, intensità e direzione costante. 

La terza parte è dedicata all'integrazione della più semplice delle equazioni 
trovate, nelF ipotesi che il filo abbia un estremo fisso, ed in quella che abbia fissi 
entrambi gli estremi, supponendo che siano date, per un determinato istante, la 
forma, e la legge con cui varia la velocità da punto a punto. Per poter eseguire 
r integrazione col metodo da noi seguito non si può mantenere la supposizione che 
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il filo oscilli in un mezzo resistente, se non nel caso elio il filo sia omogeneo. Questa 
int grazionc ci conduce ad una classe di funzioni, definita da un'equazione dilTe- 
rcnzialo del secondo ordine, analoghe alle funzioni circolari. 

Il caso dei filo omogeneo, è particolarmente considerato. L' inte-irazione del- 
r equazione differenziale ci conduce, in questo caso, alla funzione cilindrica di or- 
dine zero e di prima specie, se un estremo del filo è libero: e, se entrambi gli 
estremi sono fissi , a due trascendenti speciali , aflini alle funzioni del cilindrico 
ellittico. 



Le oscillazioni piccolissime dei fili gravi furono oggetto di parecchie ricerche 
dei matematici del secolo scorso, attualmente poco ricordate. Daniele Bernoulli 
in una memoria pubblicata nel tomo VI dei « Coniincììlaru » dell'Accademia di Pie- 
troburgo (anni 173-2-33). considera le oscillazioni' infinitesime di una catena j,ravc 
sospesa per un estremo, e, per il caso che sia omogenea, espone esplicitamente le 
condizioni che si debbono verificare perchè siano periodiche. Lo stesso problema 
è studiato da Eulero; il quale, più tardi, in una memoria pubblicata nel tomo Y 
(parte I) degli a Ada » deirAccacIemia di Pietroburgo {De oscillalionibus minimis 
fuiììs libera suspensi), considerando la questione delle oscillazioni della catena, sup- 
posta omogenea, da un punto di vista più generale, ne avanzava la risoluzione fino 
a stabilire Io sviluppo, che rappresenta l'integrale generale dell* equazione donde 
il problema dipende. Di questi, e d* altri lavori analoghi, io mi .«^ono occupato in 
una Nota « Sulla Storia dalle funzioni cilindriche m pubblicata nei Transunti della 
R. Accademia dei Lìncei (Voi. IX Serie 3") epperò non v'insisto, limitandomi ad 
accennarvi. 

AI punto in cui la trattazione è portata da Eulero, nella citata memoria, per 
trovare le formole di risoluzione complete, si richiede soltanto di determinare i 
coefilcienti dello sviluppo. Perciò sono necessarie le proprietà degli integrali di fun- 
zioni cilindriche, mediante le quali, con un noto metodo di Fourier, tali coefli- 
cicnti si possono agevolmente separare e determinare. Ciò è fatto dal sig. II en- 
ncberg in un suo studio « Ucber die uucndUcli kleincn SchwliKjuìigen, wekke eia 
Faden, dei' an dem einen Kndpuncle befeUigt isl, und an dem amiereii dnrcli 
eia Gcwiclil belaslel ist, unier dem Einflusse der ScUtoere wid einer anfànglicher 
GleiehgrivicJilsstórung ausfilltrl, » pubblicato ne^^li Aniìali di Ma/enia/icyi— Serie II, 
t. IX, fase. I (Marzo 1878) pag. 58. 

Aggiun>!crò che io stesso problema delle or^cillazioni d*una catena pesante, so- 
spesa per un estremo, nell* ipotesi che la densità non sia necessariamente costante, 
ma possa variare proporzionalmente ad una potenza dell'arco, è considerato bre- 
vemente da La gran gè in una memoria a Kouvelles Rechcrchcs sur li nature el 
sur la ]iropagation du son » — nel tomo II delle Miscellanea Tauriiiensia. Ivi si 
mostra come T equazione del moto si possa risolvere col metodo delle funzioni 
arbitrarie. 
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Non è a mia cognizione che alcuno fii sia occupato delle vibrazioni dei fili ine- 
stensibili, in generale: ne che sulle oscillazioni dei Ali gravi sia stato fatto uno 
studio simile a questo, o più esteso. La cUata memoria del sig. Ilenncbcr^' 6 
il solo lavoro recente, che io conosco, attinente a questo problema. 

I. 

Equazioni generali. 

1. Abbiasi un filo flessibile ed inestensibile, sollecitato da for^e date qualunque. 
Non precisiamo le condizioni a cui potrà essere assoggettato, ma supponiamo clic 
non debbano risguardare che gli estremi. Per la supposta inestensibilità, dovendo 
essere invariabile la lun^^hezza dell* arco limiiato da due punti qualsiansi, possiamo 
individuare ogni punto del filo colla lunghezza dcIFarco, che lo separa da un* origine 
arbitrariamente scelta. Designiamo con s questo arco: e. supposto il filo in equi- 
librio, dinotiamo con x y z le coordinate cartesiane del punto s: con k la densità 
in esso punto, riferita all'unità di lunghezza, cosi che ^U<) rappresenti la massa 
dell* elemento ds : con T la tensione : con X Y Z le componenti per rispetto agli 
assi coordinati della forza acceleratrice, applicata alla massa kds. 

k è una funzione data per tutti i valori di s, che corrispondono a punti del 
filo: e pei valori stessi noi la supporremo sempre finita, continua e positiva. 

É noto che fra le quantità desi. nate dagli indicati simboli sussistono le equa- 
zioni dette deli' equilibrio dol filo 



(£ 

t/5- 



(^'S)-"=» ^(^f!)-''=« s(4:)+"=«. <») 

alle quali va aggiunta la condizione 

(S)^(sy^(S)'-- ' "' 

2. Integrando le (a), donde si può immaginare eliminato T mediante la (';), si 
avranno i tre integrali finiti 

05 = 9 OS A, A') y^ii (s, B, B'} 2 = x (s, C, C) 

dove A, B, C, A', B', C dinotano sei costanti arbitrarie. 

Le equazioni per determinare queste sei costanti si ricaveranno in generale, 
parte dalle condizioni imposte agli estremi, parte dalle equazioni relative alle forze 
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ed ai momenti, necessarie e sufficienti per requiiibrìo di un sistema rigido, solle- 
citato dalle medesime forze assoggettate alle medesime condizioni del filo: o, codqc 
si suol dire, del filo considerato come rigido. 

Designiamo cogl' indici 1 e 2 gli elementi relativi agli estremi, e poniamo, 
come d'uso. 



ft Si Si 



Z 



jk{yZ-zY)d8^M^ lk{zX-xZ)ds=^My / A(x Y- i/X) (Ì8= H,. 

Le sei quantità cosi definite saranno funzioni di s, s^ e delle sei costanti ar- 
bitrarie. 

Consideriamo tre casi particolari. 

Se il filo è completamente libero, per determinare le sei costanti, si avranno 
le sei equazioni 

X =0 Y =0 « =0 

llla.= lllj, = 11^ = 0. 

Nel caso che un estremo sia fisso (i = 1 , 2) le sei equazioni saranno 

(p (s, . A. ^') = Xi * {Si , B, B') ^y, x i^i > C, C) = 3, 

2^Y- 2/^35 + llla. = ^ OJ^Z-S^X-f liij^=0 i/^X~XfY 4-111^ = 0. 

Finalmente, nel caso che i due estremi siano fissi 

9 (8„ A, A') = x, ^ (s„ B, W) = y, x («n 0, C) = z, 

9 (s„ A, A') = aJi ^ (s„ B, B')=2/i x («.» C, C') = 2,. 

II momento della coppia per rispetto ad un asse passante pei due punti fissi, 
risulta identicamente nullo. 
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Osservazione. Dalle (a) si ricava agevolmente 



ds 



't^ + y = o 

ds 



Nj + E = 
ds 



"^(^ff-S-)^-»- '■<'S-S)+-.-o. '■» (-^i -vg>-.'-" 



Emerge di qui che le sei equazioni del primo caso equivalgono alle due con- 
dizioni 

T, = T, = 0; 

la seconda terna d'equazioni del secondo caso equivale alla condizione 

Ty = = 5,1); 

e che, pel terzo caso, (assumasi un estremo per origine, e facciasi passare un asse 
per r altro) si verifica l'accennata identità. 

Con questa osservazione si fa dipendere, in tutti i casi considerati, la deter- 
minazione delle costanti da condizioni per gli estremi. 

8. Le equazioni del movimento si ricavano da quelle dell* equilibrio, col noto 
principio di d'Alembert. 

Conserviamo ai precedenti simboli l'annesso significato, e dinotiamo con i, v], C, 
e T gli aumenti, che, in causa del movimento, subiscono le quantità x y z e 
T rispettivamente, alla fine del tempo L Queste ultime quantità sono funzioni della 
sola $; le prime, di 8 e di /. Finalmente, siccome, pel fatto del movimento, po- 
trebbero nascere delle forze, che si aggiungono a quelle che sollecitano il filo in 
equilibrio, manteniamo per queste ultime i simboli già adoperati, e dinotiamo le 
componenti della risultante delle prime con Vj^, V^, V,. 

Le equazioni del moto saranno cosi le seguenti 






(e) 



(d) 
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In queste cquazioai ac y 2 e T si potranno considerare come funzioni note di s 
determinate dalle equazioni d'equilibrio. Inteiirandole, si avranno § >] $ e T in fun- 
zione di s e di /. 

Per determinare completamente la soluzione, dovranno essere date condizioni 
iniziali, per rispetto al tempo ed allo spazio. Di queste ultime se ne hanno subito 
dalle condizioni per gli estremi relative airequilibrio. 

Nei tre casi particolari considerati, per ragioni analoghe a quelle che ci val- 
sero per stabilire quelle condizioni, e in seguito ad esse, si a?rà 

Tj = T, = 



nel caso del filo libero, 






5, = ,,,= 


Ci = 


(i=l 


Ty=0 


= 2.1) 




nel caso di un 'estremo (»,) fisso, 






5. = 


>!i-0 


f,-0 


5, = 


>J« = 


c, = o 



nel caso dei due estremi fissi. 

i. Vogliamo ora considerare il caso che il ilio in movimento oscilli intorno 
alla sua posiziocc d'equilibrio, scostandosene cosi poco, che si possano sensibil- 
mente trascurare, per rispetto alla prima potenza, le potenze superiori delle ^, y], C, T» 
e le quantità dell'ordine di esse potenze. 

In questa ipotesi, la prima delle (e) si può scrivere co^^i 

, / ax . ax ax \ „ a§ 

(love, sviluppando col teorema di Taylor, e. trascurando le potenze superiori, si 
è posto 

/ilf /ì\ /ì\ 

X (X + 5, 2/ + >!, a + = X(a;, y, a) + 1^ 5 + j^>j + j^ f 

' dt 

dinotando con - 2e un fattore di proporzionalità. 
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Ma por le (a) 



r equazione si riduce quindi alla seguente 

""di* dsV 8» + ' d8)^''\dx^^ dy^^ arV^' ai- 
Sviluppando i quadrati, la (<i) si può scrivere così 

(dxy (dyy,(dzy(dxdi<iy^ ^±,^ÌL\^ 

\U>i/ \dsJ KdsJ Kds ds ^ el8 di> ^ <ls da/ 

Osserviamo che il primo trinomio è per sé stesso = 1 , e trascuriamo il terzo 
come iiiflnitamcnte piccolo, per rispetto al secondo. L'equazione si riduce a 

ds ds dis ds ds ds 

Aggiungendo le rimanenti equazioni, che si trasformeranno in modo analogo 
alla precc'iente, concludiamo che, nel supposto caso di oscillazioni piccolissime in- 
torno alla posizione d'equilibrio, si hanno, per approssimazione, le seguenti equa- 
zioni lineari: 









(1) 



dy " dz 

dx di dy_ dn^ dz_d(__ 

ds ds ^ ds ds ds ds~ • ^'^ 

5. Consideriamo ora le projczioni dello spostamento del punto s sulle tre rette 
prìnci|ia]i della curva d'equilibrio nel punto medesimo, e dinotiamo con X, {t, v la 
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proiezione sulla tangente, sulla normale primaria, e sulla normale secondaria rispet- 
tivamente. X rappresenta la vibrazione longitudinale, (t e v le componenti della vi- 
brazione trasversale nel piano osculatore, e perpendicolarmente ad esso. Siano 

«1 ^ Tp à, p, Tf„ a, Pa Yj 

i coseni degli angoli, che le tre rette principali fanno con gli assi. Abbiamo 

li^aaS + Pi'J + Tii; (a) >1 = Pi^ + Pil* + PsV (P) 

V = «35 + p5>S + TsC e = Ti^ + tiV- + Ts^ 

di di da.. d^ da. dy da, 

"ar-p*"ar'^dr^"^p*"àr'^d7^"^p»iF'^di"' ^^^ 

di _ 3X dYi 5|iL dy, ^v d^j 

W"^*'ar'^ d^^+^*"à5""^d^•*■^^»■a^■*■'d^''• 
Queste sono le formolo, che servono a ricavare dalle equazioni in (, q, C le 
cercate equazioni in X, (i, v. 

Premettiamo alcune relazioni di cui dovremo far uso, e, per brevità di scrit- 
tura, desiai niamo con 

[9 (A)] [9(A) + (Bj1 

dove A, B possono rappresentare o ^ o a (munite, ove occorra, di indice), due tri- 
monii , i cui due termini sottintesi si devono dedurre dal termine scritto . cam- 
biando 5 in )j e C, a in p e Y- 

Rammentiamo le proprietà generali dei coseni 

(r=l, 2. 8 « = 1, 2, 3), 

ed in secondo luogo, le formolo del sig. Serret (•), dove p, i designano il raggio 



(•) Serret. Cours de Calcul Di/férentiel et Integrai, t. I. 5 274. 
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di curvatura e il raggio di torsione in s 

da. da. 

^* ^ ds ds 
^* ^ ds ds 



da, _ a, a, 

ds ~ p T 

ds p T 

ds P t* 



Da queste relazioni sì ricavano le formole seguenti 

fda, da,! 1 , ,1 , „ fda, da.! 1 

LV d«"/ J ~ p» iXls) J ~ p*" ■*■ T* iVds) J " T»' 



p» u\ dg / j p 

Finalmente, rammentiamo le relazioni notissime 



«1 = 



dx 
d£ 

d*x 



'^' d« 



_ dz 
^•~ dT 

d*z 



(«) 



In Tirtù di queste ultime formole, sviluppando le derivazioni, le (1) (2) si pos- 
sono scrivere cosi 






ds ds ds' p ' ds 



. dX dX A 






35 „ dij . di; - 



VCL. XIZ. 
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Cominciando dall' ultima, sostituiamovi conformemente alle (y)- Ordinando, tro- 
viamo 

r^ »i ^^ . r ^«il ^ r X ^/^ r d«i1 r , ^v r da,! ^ 

t^* 1 ^ ^ L«' ^J '^ + 1«* ««^ "ai- + h» -^ì ^ + 1«* «^J àJ + h d7T = »• 

Per le (8) quest'equazione si riduce 

f.-r'- « 

relazione notevole fra la vibrazione longitudinale e la componente nel piano oscula- 
tore (Iella vibrazione trasversale, che, per riguardo alla sua origine, si può chia- 
mare equazione delV inestensibiliià. 

Moltiplichiamo le prime tre rispettivamente, prima per a^ ^| Yi • poi per a, ^t Tz» 
quindi per a, ^^ Ys» ^ ciascuna volta sommiamo. Dinotiamo con A,M,N i gruppi pro- 
venienti dalle forze, che considereremo in seguito. Siccome quei fattori sono indi- 
pendenti da U in virtù delle (a), possiamo scrivere 

Ora si ha dalla (2) 



[«.§]=»< 



e di qui si ricava 



Approfittando di queste ultime relazioni, e delle ricordate proprietà dei coseni, 
le precedenti equazioni si possono scrivere nel seguente modo, opportuno perchè 



Digitized by 



Google 






K 11 )( 

. « .,8*5 9*>j an 

non TI figurano p,u ^ , ^ , ^ 
Si ha poi dalle (5) 

+ hdFJài+ldr*rJ^=?'+pa7 + ?^^ 

rda, 95-1 _ r d(hV\ rd«, d«,l,^r d«il9|^ . r/^da.Vl^ , r„ datlSvrrfa, d«,] 

~ p as '•' \p» ■*■ '.V •* t as ~ T» ^ T às 

I dv 

rd«,a5]_ir a51_lx.I£!^ + iv 

Sostituendo, si ottengono le equazioni seguenti 



li 4 






il 



I 
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alte quali ra aggioota la relazione già troTala 



OS p 

1 . M , 21 sono fiiniioiu lineari di X,f.,y. Posto 

cx ax . ci _ 

ci ci ^ cZ - 



g-:^=0. (3) 



(r = l,2.3). 



si trofa bcOmenle 






.^-h[a,X»l^ (5) 



É facile Terìficare che, come è richiesto dalle precedeotì eqnadoaì, i coeffi- 
cìeoti hanno un valore indipendente dalla scelta degli assi coordinati. 

Però assumiamo una noofa tema di assi: siano x,' y/ x/ le coordinale della 
nooTa origine: a,-, 6,-, e,- (ì= 1, 2, 3) i coseni degli angoli che ciascuno dei nuoTi 
assi la cogli antichi; e distinguiamo con un apice, mantenendo alle lettere e agli 
ìndici i significati già coDTenoti, gli elementi che ad essi si riferiscono. Sara 

35" = [a, X] - 2f. a'r = [«I «ri 

X = a, X'-ra,r-a,Z' T = 6,X'4-5,r^ò,Z' Z = c, r + c^T + c, r 

Dalle prime tre relaiioni, immaginando poste in X, T, Z al posto di x, y, z 
le lon> espressioni in x^ y r', si ha. in primo luogo. 



cX rX c\ cX 

ex ex' ' cyT^ ' cz^ 



cX cX . cX . cX . 

cy cx^ • ^i^ c^- 

ax cx tx c\ 

--=2-7 e,-»- ^:-;fi + =r-rC,; 
cz ex C|^ * cz *^ 
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donde, per la seconda terna, 

_ , , 9x , , , 9X , , , ax , ax ,0, ax . , 8x 



Ha dalla terza terna si ba 



3X ax' dY' az' 



aY ,. ax' ,.31'.. az' 
a7"^'a^''*'''*a^"*" 'aF 

ax _ ax' ai' az' 
a'F~*^'ai''^''*a7'''''»aF' 



per CUI 



/ax' , ax', ax',\, /ai' , ai' , az' ,\ 

/az' , aY' , az' ,\ 



Formole analoghe si avranno per Y^, 2^, scambiando a in b e e; epperò 

X^ = a, X', + 0, YV + 03 «V 
Y, = 6, XV + ft.YV + ftsZV 
a, = c,XV + c,YV + C3ZV 

Moltiplicando le tre eguaglianze per a, ^^ v^, e sommando, si trova quindi 

[ot, X,] = [a, aj XV + [a, aj YV + [a, a,] Z', - [a', x;] 

ciò che si voleva dimostrare. 

Ciò premesso, si vede che nulla osta che per calcolare i coeflicienti in discorso 
nei singoli punti, ci riferiamo ad assi variabili da punto a punto. Però assumiamo 
una torna d*assi paralleli alle tre rette principali nel punto considerato , e siano 
Tasse delle x, delle y e delle z rispettivamente paralleli alla tangente, alla nor- 
male primaria, e alla normale secondaria. Allora, nel punto considerato 



«,=1 


aj = 


a, = 


P. = o 


P« = 1 


P, = o 


'y, = o 


Y« = 


T»=». 
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onde, designando con S, R, T le projezioni della forza sollecitante il punto 8 sulla 
tant^ente, la normale primaria e la normale secondaria nel punto stesso, e coji 
ds, dp, dz gli elementi circostanti al punto delle tre rette principali, si conclude 

Cosi le equazioni (8) (4) sono completamente determinate. Certo, lascianJovi 
tutta la loro generalità sarà molto difficile il trattarle. Esso si possono però con- 
siderare come esprimenti relazioni differenziali generali fra elementi intrinsici al 
problema meccanico che ci occupa. 

II. 

Caso di una forza costante in grandezza e direzione 

6. Il problema subisce una sempliflcazione essenziale, se si ha costantemente 

A = o M = o rr=o 

Ciò torna a supporre 



ax 

dx 


= 


ai 

dx 


= 


dZ 

dx 


= 



dy 


',^« 


dy 


Z-' 


di 


n-. 



ossia 



X = Cost. Y = Cost. Z = Cost. 



donde apparisce che la forza a cui è assoggettato il filo conserva in tutto il campo 
inlensità e direzione costante. È evidente la proposizione reciproca. 

Supponiamo questo caso, e, per fissare le idee, la forza in questione sia la 
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gravila. — Assumendo lasse delle z verticale e rivolto in alto, si ha in questo 
caso 

X-0 Y = Z=-I:g 

e le equazioni d'equilibrio diventano, come è noto, 

Integrando le due prime, e dinotando con A, 6 due costanti arbitrario, si ha 

T^^A T^ = B. (c) 

(i8 dz ^ 

Dividendo : 

dee A ' 

Integrando di nuovo, e dinotando con h una terza costante arbitraria, si con- 
clude 

equazione di un piano verticale; donde si vede che la curva d* equilibrio giace in 
un piano verticale. 

Questo piano diventa indeterminato nel caso che siano A = B = 0. Escludiamo 
per ora questo caso, che considereremo a parte. 

Integrando anche la terza equazione, si ottiene 



^ = y/ftd3. ia) 



Da questa equazione e dalle (e), posto 

A» + B» = To*. (e) 

in virtù di (6), quadrando e sommando, si ricava 



Apparisce dalla (e) che T ipotesi che A, B non possono essere nulle ad un 
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tempo .rac per coosegiieiiza che T^ noo può essere noIU. E sàceome rìsaìu dalla (f) 
che T« è Q ralor minialo di T (corrispondente a quel f alore di s per cui si annulla 
r integrale del secondo termine), seiuc dalla stessa ipotesi che T arri in ogni punto 
dd filo un Talore diferso da 0. Perciò essa conserreri sempre lo stesso segno, 
quello di T«. 

Per quanto a quest'ultimo segno, osserriamo che siccome nel ponto per coi 
T = T^ r integrale della {d) è nuUo, mentre T, è diferso da 0, ifi der' essere 

cioè la tangente orinootale. e Tordinata (Terticale- massima o minima. I due casi 
corrispondvQO all'essere negatÌTO o positifo, nei succcssìtì punti, per Talori cre- 
scenti <fi * , il segno di ^ , ossia, pmchè per s crescente Y integrale del secondo 

membro è essenzialmente positiro, quello di T. Siccome F equilibrio stabfle, che 
permette le supposte oscillaiioni infinitesime . corrisponde eiidentemente al caso 
delT ordinata minima, si conclude da ciò che T e T, si detono prendere positÌTÌ. 

Si*trofa bcilmente una relazione, utile a conoscersi, fira T e p. Però assa* 
mìamo il piano della curra d equilìbrio per piano xz , snpponen io cosi y = , 

Per una nota iòrmola delle cnrre piane 

l_dx d*^_d2 d^ 
p ~" dM d^ ds ds*" 

QucsI* equazione si può scrìrere così 

I _ /diY d/<fa \ _ _|_ / T — Y — / ^^ \ - 

doade, sostìtoeiHlo confonneniente aUe {e (d). sì rican 






(ff) 



Ossermmo da ohuco ch«, la carta d* equilìbrio essendo piana, si ha; = 0. 
Da ta:to ciò si co.-cI..-ie che, nel caso in diseorso. k equaiìooì (4) (3) sì pos- 
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sono presentare sotto la forma assai semplificata 



^'•'/DyTo da' 

Di qui si vede che la vibrazione perpendicolare al piano della curva d'equili- 
brio (v), data dalla terza equazione, si determina afiTatto indipendentemente dalle 
altre tre incognite. 

di 
La quarta equazione permette di ricavare \t. da X. Siccome il fattore di o~ non 

può diventare infinito, risulta da essa che nei punii dove, in un istante delermi- 
nalOj la vibrazione longitudinale .è massima o minima, la vibrazione secondo la 
normale primaria è nulla. 

Eliminando |jl dalla secon^la equazione, mediante la relazione stessa, e ricavan- 
done T, si ottiene 

equazione, che permette di dedarre T da X. 

Finalmente, derivando quest'equazione per rispetto ad 8, ed eguagliando i due 

valori di -r- , che risultano da essa e dalla prima delle (4)', si conclude : 

OH 

La quarequazione, posto 

VCL. XIX. 3 
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si scriverà più opportunamente cosi 

Questa equazione del quarto ordine non involge altra incognita che X. Noi sap- 
piamo che determinata questa incognita, pi e T se ne deducono per deri?azione. 

Gonsidevriamo ora il caso che sia ad un tempo A := 0, B = 0. 

Dalle (a), poiché, per la tersa, T non può essere costantemente nulla , e da 
(b), si ricava in questo caso 

(to ds (18 



T = ±gJ^ ft<te + To, 



Tq è una costante arbitraria additiva, che rappresenta la tensione nel punto 8=s„. 
Le tre prime equazioni mostrano che la linea d'equilibrio si riduce ad una retta 

verticale, che, a norma del segno di -^ può essere rivolta air ingiù o ali* insù. Il 

dz 
segno di T va preso in conformità di quello di —. 

1 1 

- ed - essendo nulli, le equazioni (3) (4) ci danno per questo caso 

P " 






(*/' 



95^ « 
^ = «' 

equazioni che si possono anche dedurre direttamente dalle (1) (2), le quali coinci* 
dono in questo caso colle (3), (4). 

Le equazioni (4)' si applicano al moto oscillatorio di un filo sospeso pe' suoi 
due estremi. Esse si applicherebbero anche al moto di un filo avente un estremo, 
entrambi gli estremi, scorrevoli sopra determinate superficie o linee resistenti; 
oppure obbligati a compiere un determinato movimento, sempre che nella posizione 
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d'equilibrio infinitamente poco disturbata, i due estremi non si trovino sopra una 

medesima verticale. Il caso che i due estremi siano liberi non può dar luogo ad 

oscillazioni infinitesime, poiché, come apparisce dal § 2, e facilmente si comprende, 

non vi pud corrispon'iere, nell'attuale ipotesi, equilibrio del filo- 

Le (4)" si applicheranno invece ogni volta che il filo in equilibrio si disponga 

secondo una retta verticale. Questo è il caso del filo sivente un estremo fisso e 

l'altro libero Difatti abbiamo trovato (§ '2) la condizione che la tensione nelFestre- 

dx dij 
mo libero sia nulla. Applicando quindi le (e) a questo caso , poiché y , - ; ^^^ 

possono essere mai infiniti , i primi membri diventano nulli , e se ne conclude 
A = 0, B = 0. 

Assumiamo l'estremo fisso per origine delle coordinate, l'estremo libero per 
origine degli archi, e designiamo la lunghezza del filo con I. Dalle (a) ricaviamo 

X = J/ = jZ = q=(l-8) 

T = ±flf/ kds. 

Essendo 8""I onde l-s~0, e l'equilibrio stabile corrispondendo evidentemente 

air ipotesi che il filo sia diretto in basso, si dovrà adottare il segno - per 2 e il 
segno + per T. 

11 moto oscillatorio ammette in questo caso le condizioni iniziali di spazio (§ 3) 



X=0 



j^ = 



8 = ] T = 8 = 1 { JiL = 



\ 

Ora, ricavandosi dalla quarta delle (4)" 

X = F(0, 
per la condizione \^i=^0 si trova 

X = 0. 
Si ha allora dalla prima 

e, per la condizione T,„, = , analogamente 

T = 0. 



v = 0. 
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Si conclude che le variazioni della tensione, e le oscillazioni nei senso verticale 
saranno insensibili, cosi che ogni punto del filo oscillerà sensibiloiente in un piano 
orizzontale, come nel caso di un ordinario pendolo conico. 

Restano quindi le equazioni della stessa forma 



»&^*'i^=^(^*) 



colla condizione 



» = l 



9«v_ 
di* 



+ 2i 



di ~ ds \ 



^^) 



( 1^ = 

( V = 0. 



III. 



Problemi ohe dipendono dall'equazione differenziale 

ai* '^ k di "h ds \ dsJ' ^ ^ 



7. Nell'ipotesi di una forza costante, rileviamo da (4)' (4)" come da questa 
equazione differenziale dipende, nel caso più generale, la ricerca delle oscillazioni 
perpendicolari al piano della curva d'equilibrio, e, nel caso di un filo avente un 
estremo invariabilmente fisso e 1* altro libero, quella delle oscillazioni trasversali, 
le sole che compie sensibilmente il filo. In questo numero, ci occupiamo dell' inte- 
grazione di essa, per determinare il moto in quest'ultimo caso, ed in quello in cui 
il filo abbia entrambi gli estremi invariabilmente fissi ^e non sulla medesima ver- 
ticale^ neir ipotesi che, in entrambi i casi, siano date per un istante qualunque, 
che assumeremo per origine del tempo, la forma del filo, e la legge secondo la 
quale varia da punto a punto la velocità. 

Abbiamo cosi, pel primo caso, le condizioni 



s = i 



I Ci)= I 



/ = 



nel secondo. 



5 = 8, ( 
s = s, ( 



( = 



co = f(8) 



w = /'(s) 

ì Ir ='«• 
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L' integrazione della (9) si riduce agevolmente a quella di equazioni alle deri- 

vate ordinarie, quando il coefliciente -r^ sia indipendente da s. Ammettiamo questo 

caso ; epperò ove non sia k costante, cioè il filo omogeneo, supporremo 2 = 0, ossia 
trascurabile la resistenza del mezzo. 

Poniamo, applicando un processo ben conosciuto, 

w = P(0-Q(8) 

dove P(/), Q(.s) dinotano rispettivamente una funzione della sola ( e della sola s. 
Sostituendo in (9) T equazione stessa si può scrivere cosi 



d^ 26^ d / ldQ\ 
d«* "^ n di (te viete / 



P 7iQ 

Il primo membro involge soltanto ^ ed il secondo soltanto a. Però evidente- 
mente la loro et(uaglianza non può sussistere, qualunque siano i valori di t e di s, 
a mcDO che la loro dipendenza dalle due variabili non sia che apparente, ed essi 
ri riducono entrambi ad una costante. Dinotando questa costante con -m^, per 
determinare P e Q. si hanno le due equazioni alle derivate ordinarie 

d»P . 2€ dP , ,-, . 

A(t1«>«.«q = o. (6, 

Il valore m = dev'essere considerato a parte. Esso ci Tornisce le due equazioni 

d^ 2l ii£^A 
(il^ '^ k di 



(^^)-«- 



Ora è evidente che. non contenendo queste equazioni alcun parametro dispo- 
nibile, non si può assoggettare la soluzione che si ricava da esse alia condizione 
che, per un estremo almeno, essa si riduca a qualunque sia t, se non ponendo 
tutte le costanti arbitrarie eguali a 0. 

Occupiamoci di (a) , (6). 
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La prima è l'equazione del pendolo ordinario in un mezzo resistente. Se ne ricaxa 



P - e"*' (A cos y/in^ - a* £ 4 B sen \/m* - a' l), 

doTB A ,B dinotano due costanti arbitrarie: e si è posto t.= a- 

Perchè P, ed co con essa, non crescano indefinitamente col tempo bisogna sup- 
porre IH reale, e maggiore di a. 

Dovendo supporsi a^ quantità estremamente piccola, quest'ultima condizione 
si potrà ritenere soddisfatta, ogniqualvolta m^ non sia trascurabile di fronte a quan- 
tità finite, ^'i vedrà che tale è sempre il nostro caso. 

Giova notare che, nel caso che k non sia costante, per poter applicare il me- 
todo, si deve fare e = 0, onde 

P = A cos mt -f B sen mi. 

Per quanto alla seconda equazione, noi ce ne dobbiamo occupare, lasciando a 
ft e a T tutta la loro generalità. 

Ora. in primo luogo, fra A e T sussiste la relazione (II, (/*)) 

T = \/v + 0»(y]ftcte)', 

dove il radicale si deve prendere positivo. 

Per quanto a ft, essa è una funzione di s data fra i limiti 

onde, assumendo — per variabile, si può considerare k come data per valori com- 
presi fra e T unità inclusivamente. Per questi valori della variabile, k è per sua 
natura sempre finita e positiva, e noi abbiamo supposto che sia anche continua. 
AH* infuori di questi valori essa cessa d'avere alcun significato. Occorrendoci <li 
proseguire la ft, per valori qualsiansi reali complessi della variabile, non ò prò 
prìamente prescritto un modo piuttosto che un altro : ma se è data T espressione 
analitica di ft(.s), il più ovvio consiste nel supporre che s possa assumere un qua- 
lunque valore della forma x-^yi; sempre che, s* intende, quell'espressione com- 
porti simile generalizzazione della variabile. Con questa convenzione, A , T, e per 
conseguenza i coeiBcienti della (b) vengono ad essere definiti in un contomo qua- 
lunque dei piano della variabilità generale, e l'equazione stessa si potrà trattare 
conformemente a questa ipotesi. Però, ogniqualvolta occorra (come, ad esempio, 
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per lo sviluppo della funzione in serie di polenze della variabile) di considerare il 
modo di comportarsi della funzione per valori eccedenti i limiti relativi al problema 
meccanico, gioverà rammentarsi che, per alcuni di questi valori, la A, potrebbe di- 
ventare nulla, negativa, inQnita, o presentare altre singolarità. 
Scriviamo l'equazione (&) nella forma ordinaria 

dT 
d^_ d^ (IQ in^h ^ 

(ZT 
Nel caso del filo avente un estremo libero, essendo (§ 6) — = g^ , la stessa 

ds 

equazione sì può scrivere 

(i«« "" T ds T ^ '^^^ 

Ora, nel caso stesso (§ 6), per 8=0 si ha T=0, e. non potendo essere A = 0. 

dO 
si vede che questo valore di s rende infinito il coefficiente di — e dì Q, per modo 

che lo è un valore singolare dell* equazione. 

Nel caso del filo avente i due estremi fissi, essendo sempre T > 0, quella sin- 
golarità non si presenta. 

Ciò stabilisce una differenza essenziale fra i due casi, che tratteremo separa- 
tamente. 

B. 

T(0) = 0. 
Oscillazioni del filo avente un estremo libero. 

8 Per vedere che cosa nasce dalla singolarità accennata nel precedente para- 

dT 
grafo, osserviamo che, in virtù delle — -=^.7, T(0) = 0, per s piccolissimo, si 

avrà colla differenza d'infinitesimi d'ordine superiore 

T = ffft.s; 
colla quale sostituzione riducendosi la (b)' alla 

d5* 8 ds ga 
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si vede che ad ogni integrale di quest'ultima equazione dovrà corrisponderne uno 
della (6)' che. in prossimità del valore s = si comporti in modo infinitamente 
poco diverso da esso. 

L'equazione (a) si studia assai facilmente. Però noi ammetteremo ch'essa sia 
conosciuta, in quanto che definisce le funzioni cilindriche di ordine zero 

È noto che 



/djJìm\]±)\ 



R.(0) = oo, 



9 



per cui l'equazione stessa ammette una specie d'integrali compresi nella formola, 
dove C dinota una costante arbitraria 



Q = CJ.(2«\/i-). 



che per s = si mantengono finiti, colle loro derivate, mentre gì* integrali invol- 
genti due costanti arbitrarie G, , C^ della forma 



C,Jo(2m\/|)+C,R.(2m\/^) 



per 8 = diventano infiniti. 

Per ciò che si è detto, similmente succederà per l'equazione più generale (6)'. 
Essa ammetterà una specie d'integrali che per s-O si mantengono finiti, colle loro 
derivate, mentre degl* integrali di un'altra specie, e per conseguenza l'integrale 
completo, come nel caso particolare considerato, per quel valore diventeranno in- 
finiti. Dinotando con Q,('7i,s) quell'integrale che per s = si riduce all' unità, per 
modo che 

Q.(m,0)=l, (e) 

tutti gl'integrali della prima specie saranno compresi nella formola 

Q = CQ,(m.8) 

dove C dinota una costante arbitraria. 

Evidentemente, soltanto questi integrali soddisfanno al problema meccanico. 
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Nel caso del Alo omogeneo (A costante), risultando dal $ 6 

1 = 9ks, 
si ha, per ciò che si è visto 

Q = CJo(2m\/i-). 

Collei^ando questo risultato con quello ottenuto nel § 1, si vede che una so- 
luzione dell* equazione differenziale (9) conforme al problema meccanico è 



(0 = e"** (A cos Vm* - aM + B sen Vm*- a« /) J^ ( 2m \/ ~) 



(d) 



dove G è corapenetrato in A , B. 

Nel caso di h variabile, dovendo supporre £ = <§ 7), la soluzione analoga ò 

ca = (A cosriìt + B sen mi) Q^ (m , s) (d)' 

9. Abbiamo veduto che, nel caso di k costante Q,(w,8) è la funzione cilin- 
drica di ordine zero, e di prima specie. Con altre ipotesi sopra h, essa funzione 
può ridursi a trascendenti elementari. In generale, noi dobbiamo considerare Q,(m,s) 
come una trascendente, funzione del parametro m. e dell* argomento 8, definita dal- 
Tequazione differenziale {b)\ e dalia condizione iniziale (e). 

h 
Escluso s = e i valori ad esso infinitamente vicini, -^ sarà per s <l sempre 

diversa da 0, postava, linila e continua. 

Però, fra questi limiti, è lecito ammettere in generale che gl'integrali dell'equa- 
zione saranno monodromi, continui, e finiti. Questa proposizione si potrà stabilire 
a tutto rigore (Fuchs. Zur Timor le der Linear en Differentialoleicliungen nei to- 
mo 66 del Giornale di Creile, p. 1?2) se, proseguila. ìsl funzione nel modo spie- 
gato al § 7, si potrà riconoscere che k si mantiene monodroma, continua e finita 
per tutti i valori della variabile rappresentati da s + pV? , dove sèi* arco di un 
qualunque punto del filo, cp deve variare fra e 27:, e p si può immaginare piccolo 
finché si vuole. Questi valori determinano sul piano rappresentativo dei valori della 
variabile complessa un'arcola comprendente il punto-valore s: che, in generale, 
quando s non sìa un punto singolare, e s'immagini limitata da una circonferenza 
avente il centra in 8 e tal raggio che nel cerchio non sia compreso nessun punto- 
valore singolare della funzione, si chiama Y intorno del punto* 8. Siccome nel caso 
nostro, 8, per rispetto ai valori dati (reali) non presenta singolarità , si vede che 
il caso in cui, considerando dei valori ad esso adiacenti nel campo immaginario, 
per piccolo che sia l'aumento attribuito al modulo, si cada invece sopra una sin- 
golarità (discontinuità , infinito od altro) si deve considerare come eccezionale. 

VCL. XIX. 4 
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É chiaro che Oi('H,.s) non deve cambiar di valore cambiando m in - m. Di- 
fatti, poiché per tale cambiamento T equazione differenziale si mantiene inalterata, 
se Qi(r;i,s) è un integrale, dovrà esserlo anche Q,(-m,s). Il rapporto dei due 
integrali deve essere una costante per rispetto ad s ; e dalla imposta condizione 
iniziale si conclude che questa costante dev* essere T unità. 

Ora è facile trovare lo sviluppo di Q, (m , s) in serie di potenze di m*. 

Però poniamo, salvo a verificare la convergenza della serie, 



QJm,s)=y S^(.s)m*». (a) 



n=^ 



Sostituendo nella (b) conformemente a questa posizione, e scrivendo opportu- 
namente si trova 

Dovendo verificarsi quest* equazione qualunque sia m, dev* essere 

Dalla prima si ha, designando con una costante arbitraria « 

de 

Essendo T(0) = 0, la costante deve porsi eguale a 0. Ne segue, poiché per gli 
altri punti T sarà diverso da 0, 

^^ = So = C. 

cte 

Poniamo C= 1, valore^di Qi(m,s) per 8 = 0. Così 

So^l. (y) 

Dalla seconda equazione allora si ha 

ass (is / da J^ ' 

e non si aggiunge costante perchè il primo membro per s=0 si annulla. Essendo poi 

T 



J o 



kds = - 
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si ricava di là ì^ 

'4^=-'-. (8) 'i 

ds g ^ ' f 

-5^ 



Osseryiamo che ponendo neir equazione (ò) s = 0, se ne desume 



per cui .;;i 

Dalla (5) si ha integrando ':'-^ 



"••(f).=(f).- 



ma per simmetria colle formolo seguenti conviene di scrivere 

In questa integrazione non abbiamo aggiunto costante arbitraria, poiché essen- 
do per 8=0 Q4(m,0)=l ed S^^\ per questo valore nella (a) il primo membro 
diventa eguale al primo termine della serie. Il che dovendo verificarsi qualunque 
sia il Yalore di m bisogna che S^ e tutti i successivi coefficienti per 8=0 si annullino. 

Procedendo nella determinazione delle S^, ci basterà di esaminare il caso di n=.?. 

Da i^y abbiamo 

l(^t) = -'^- xf .-/>.*=/>*/•. ff.M. (0 

e non si aggiunge costante, perchè apparisce che per s = il primo membro si 
deve annullare con T. 
Dividendo per T si ha 



f=-Y/>S'*' ("> 



e questa è la formola, che integrata ci darà 82- Prendendo lo per limite infe- 
riore, in virtù dell* osservazione fatta a proposito di S, , non si disgiungerà costante. 
Ora, si possono sollevare dei dubbi sul significato di questa formola per s-0, 
in quanto che per dedurla da (X) bisogna dividere per T(0) = 0. Però osserviamo 
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)( 28 )( 
che, applicando la solita analisi delle forme insignìflcanti, si ricava da ()]) 



A/SA ^ fc(0)S,(0)_. ^srOì-0 



ed il valore che cosi si trova è appunto l'opportuno: poiché, ricavandosi dalla (a) 

ds ds ds 

in virtù di (s), per 8 = il primo membro diventa eguale al primo termine: il che 
verificandosi qualunque sia il valore di in, bisogna che abbiasi 

»>« (%■•)„.=«• 

Cosi dimostrata la legittimità di ()j) per S ~ 0, ne ricaviamo , in seguito alla 
osservazione fatta sulla costante. 

L'analisi fatta per Sj si ripete analo^^nmente pei successivi coeflìcienti. Si con- 
clude cosi 



s»=(-o"(/;t/'o'^''«1' <^> 



cosi indicando che il doppio integrale si dovrebbe scrivere n volte di seguito. 
É facile trovare un limite superiore di questi coefQcienti. 
Però osserviamo che, essendo 

fcds = -dT ds-- -^ , 

e per s = . T = 0, si può anche scrivere 

«.=<-'-f"(i:fi».- 

Siccome k e T sono sempre positivi, supposto che h sia variabile, si otterrà 
un valore più grande di S,, . sostituendo nella relativa espressione a fc il minimo 
de' suoi valori, che sarà necessariamente diverso da 0. Designandolo con x. ed esc- 
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guendo la 2npla integrazione, si deduce di qui 

1 T* 

Se il filo 6 omogeneo, onde k costante, il secondo membro è eguale al primo: 
ed essendo 

si ha 

mod S« = -^ ,— T 
onde per le (a) (y) 

Q,(m,a)=l^|;(-iri "^ = 1,(2^^^) 

II— t ^~" 

come si sa per altra via. 

Della (0 ci possiamo valere per dimostrare in generale la convergenza della 
serie che figura in (a). 

Difatti, si ha in primo luogo 



+ 21 ^«"*"* < ' + 2 *°^^ ^« "**" • 



11=0 



quindi, per la (i), a doppio titolo 

n=oo 
!» ^ 1 _L. V 



«=0 n^o 



ossia 



>-S's."'»<'.(^\/^) 

e, come è noto per modz finito, Jq(z) è sempre finita. 

Inoltre è facile di riconoscere che le S„ saranno alternativamente positive e 
negatile. Questa proprietà risulta abbastanza chiaramente dal processo di forma- 
zione delle S^; ma, per la sua importanza, che avremo occasione di valutare in 
seguito, giova dimostrarla direttamente. Però osserviamo prima di tutto, che, es- 
sendo A,T sempre positive nei limiti delle integrazioni che figurano neir espres- 
sione di S„ , questi integrali non potranno annullarsi che per s = Altrettanto 
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varrà per S^ , ed essendo s> 0, si vede che il coefficiente stesso non potrà cam- 
biare di segno. Similmente per — r^. 

OS 

Ciò premesso^ sia, per fissare le idee, 

S„>0. 
Essendo h > 0, segue da (p/ 

Sarà quindi T —r^ funzione decrescente, e poiché per s = 0, essa è nulla, essen<Io 
T(0) - 0, per s > essa sarà negativa. Ma T > 0, quindi 

(/S„ 



ds 



<0. 



Segue da ciò analogamente che Sf^_^.^ è funzione decrescente , ed essendo 
^iim(O) = '»• sarà per s > 0, S^^t < 0. 

Se si fosse supposto S„ < 0, si sarebbe evidentemente trovato S^+ì > ^• 

fCstendendo il ragionamento ai valori anteriori e successivi ad n, si tro\erà 
così la proprietà enunciata. 

Da tutto ciò si conchiude che, designando con S,i(8) dei valori assoluli, si ha 
per tutti i valori finiti di s e di m 

n=flo \ 

(10) 

^«(«)=(/: ?/:-).• ■) 

Questa è un'espressione analitica della funzione 0,(m,s). 
10. Dal S 8 risulta che una soluzione della (9; compatibile colle esigenze del 
problema meccanico è 



(I) = e**' (Acos \/ni* - a* i + B sen \/t?i* - a* /) Q,(m,s) , 

dove all'ipotesi di k variabile, bisogna collegare quella di 6 = 0. 

Rammentiamo le comiizioni caratteristiche del problema (§ 7). Dobbiamo di- 
sporre delle costanti, in modo che siano soddisfatte. 
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Alla condizione cj = per 8 = {, si soddisfa determinando m in modo che sia 

Q. ("1,0-0; 
OTvero per (10) 



l + H (-irs„(t)m^» = 0. . . (a) 



Quest'equazione che si può considerare come un'equazione algebrica in m di 
grado infinito, ammetterà un numero infinito di radici della forma |ji + vi. Dimo- 
striamo che bisogna aggiungere la condizione v = 0, onde m reale. 

Le radici della (a) non poi^sono essere immnginarie. Sia infatti una radice 
deir equazione in discorso m = vi. Sostituendo in (a) si avrà 



i+Ils;(ov*«=o; 



«C| 



risultato assurdo» perchè il primo membro essendo una somma di termini tutti po- 
sitivi, non può essere nullo. 

Le radici della (a) non possono essere complesse. Per dimostrarlo, giusta un 
noto metodo di Poisson, dobbiamo occuparci prima della ricerca di una formula 
importante, che ci servirà anche in seguito. ^ 

Siano Y7?j iTiy due radici della (a) distinte in valore assolato ; al qual propo- 
sito osserviamo che evidentemente (§ 9; le radici di (a) saranno a due a due eguali 
e di segno contrario, e che ciò si deve quindi escludere per m^ . my, 

Ponendo per brevità di scrittura 

Q,K,s) = Q,(*) Q,(m,.,s) = Q/>), 

avremo le due equazioni identiche 

HoHiplìchiamo la prima per Q^, la seconda per Q^'^ e sottragghiamo. Abbiamo 
cosi, scrivendo opportunamente 

Integrando fra e (, 
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Essendo T(0) = , Q<'^ (0=0, Q^Uì) - 0. il primo membro è 0. Si conclude , 
poiché per ipotesi m^ ^ m^. 



|[ftQi^'>Qi^)r/s=:0. (H) 



Ciò premesso, supponiamo che una radice di (a) sia m = ;jL + vi, dove ix,v 
sono diverse da 0. Se l'equazione ammette quella radice, siccome il primo membro 
è esprimibile in serie di potenze di 771*, con coefFicienti reali, essa dovrà ammettere 
anche la sua coniugata m' = |jl - vt ; e designando con R , 1 due funzioni reali di 
8, sarà 

Q, (m , s) = R + li Qi(m' . s) = R - li. 

Essendo m , m' due radici non eguali, né eguali e di segno contrario , vi si 
potrà applicare la formola (11). Ora, di ha da essa 

I ftQ,(m , s) Q,(m' , s) tts = f ;t(R* + P) ds = ; 

risultato assurdo, poiché, tutti gli elementi dell'integrale essendo positivi, l'inte- 
grale non può essere zero. 

Occorre appena d* osservare che questa dimostrazione non si può applicare al 
caso di radici puramente immaginarie, poiché la coniugata di una tal radice é ad 
essa eguale e di segno contrario. 

Esclusa cosi la possibilità che le radici di (a) siano immaginarie complesse, 
si conclude che (a (a) amnieUe un numero infinilo di radici tulle reali. 

Inoltre, per una nota proprietà generale delle equazioni di questa specie, che 
segue immediatamente dai non poter essere contemporaneamente 



le radici in discorso saranno tutte distinte. 

Però giova notare ch'esse potrebbero essere tutte influite, come sono ad esem- 

pio quelle di e" . In questo caso, il problema meccanico non sarebbe ancora 
risolto dalle nostre formolo. Ma per decidere di questa circostanza, bisognerà che 
sia definita la forma delle funzioni introdotte dal problema. 

1 1 . Per ciò che si e veduto basta considerare di (a) le radici positive. Imma- 



(*) Sturm. - Mi^/no/Vc sur Ics Équntions DifferenticUes du 2^ ordre. Journal de 
Liouviìle t. I, p. 117. 
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gioiamole ordinate in serie di valori crescenti, ed r designando il numero d'ordine, 
sia m^ una qualunque di esse. Per ciascun yalore intero di r la (a) dà una solu- 
zione particolare della (9), soddisfacente alla condizione di spazio. Essendo la (9) 
equazione lineare, sarà pure una sua soluzione la serie ottenuta, sommando tutte 
queste soluzioni, moltiplicate per costanti arbitrarie qualunque ; e , siccome per 
8 = 1 tutti i termini si ridurranno a 0, la serie soddisferà anche air imposta condi- 
zione. Sarà dunque, salvo a dimostrare la convergenza della serie , una soluzione 
sottoponibile a nuove condizioni, determinando opportunamente la doppia inflnità 
di costanti arbitrarie, 



(0 = e^*' y (A, cos Vwv*- a* t +% sen n/w^*- a* l) Qi (m^ , s) . (e) 

Di qui per soddisfare alle condizioni iniziali di tempo , si ricava , posto 



/(8)=2] A,Q,(m,.8) 



(«) 



F(«)= ^(M,B,-aA,)Q,K,8). 



raf 



L'esistenza di questa formola qualunque siano f (s) , F(8) richiede che una fun- 
zione arbitraria data fra e ( si possa sempre sviluppare in serie di funzioni 
Qi(m , s). Ammelliamo la leggittimità di quegli sviluppi, salvo a dimostrarla in ge- 
nerale, ad esaminare la serie nei casi speciali. Mediante (11), possiamo agevol- 
mente determinare i coefficienti. 

Per determinare À^ , B^, basta che moltiplichiamo le due equazioni per Q/^, 
e integriamo fra e [. Per (li) otteniamo immediatamente 

j\ Mi») Q/*^ às = A< f^ k Q('),« ds 1'^ &F(s) Q/*) ds = (M<B< - aA,)^ k Qt*),« ds , 

donde, ponendo 

I h(o)f (o) Q, {mi , e) da f k{o) F(o) Q, (m, , o) da 



8i conclude 
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Sostituendo nella (e) conformemente a queste ultime formole, si trova, seri- 
yendo opportunamente 



10 =«'"*' ^ ]f [^r (Mr COSM^« + OL SQUÌl^l) + b, scu M,.(J Q, (m, , s). 

La qual formola, posto 

j^=tango^, 

si può anche scrivere cosi 

u) = e""*' V ^ [w^a^ cos (M^( - 5^) + b, sen M^fJ Q, (m, , s). (13) 

'■=1 

Neil* ipotesi a:=:0, che siamo obbligati a fare in generale, si ha 

co = 2j (Ar cos m^i + B,. sen nifi) Q, (/n,. , s) (1 3)^»« 

12. Se il filo è omogeneo, onde Accostante, abbiamo trovato ($ 9) 

Q,(m.s)=:Jo(2m\/p. 
L* equazione per determinare m diventa 

. J,(-2mv/p=0. 
Pongasi 

Le (i saranno date da 

cioò saranno le radici della funzione cilindrica d'ordine zero e di prima specie. 
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Si sa che queste radici soddisfano alle proprietà generalmente dimostrate nel 
§ 10, e di più che, se s'immaginano ordinate in serie di valori crescenti, col cre- 
scere di r la differenza di due consecutive tende a ic. 

Per la nota sviluppabilità di una funzione arbitraria, data fra certi limiti, in 
serie di funzioni cilindriche d'ordine zero, le (a) del § 11, in questo caso, si pos- 
sono leggittimamente stabilire. 

Cosi la vibrazione trasversale più generale risulta determinata dalla formola 

'^ = ^''''^^[l\llV^<'r(^osOSrt-^)-^Ks(^nV^^^^ (13) 



r=ì 



dove, rammentando che 
si ha per (12) 

13. Terminiamo questa sezione, colla completa specificazione delle formolo, in 
un caso particolarmente interessante, perchè più facilmente potrebbe assoggettarsi 
ad una verificazione sperimentale, che si ha, supponendo che il filo omogeneo sia 
teso inizialmente in linea retta, e quindi abbandonato, o, più generalmente, so- 
spinto, mentre si mantiene teso. 

Dinotando con y], , rj2 du^ quantità piccolissime, si ha in questo caso 

r(s) = >lia-8) F(8) = >i,(l-8). 

Y]i rappresenta Y angolo (più esattamente la tangente dell' angolo) formato ini- 
zialmente dal filo teso colla verticale, ri^ rappresenta la velocità angolare della spinta 
iniziale. 

Sostituendo nelle formole del § precedente, troviamo 

Ponendo 7 = « i 
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Per eseguire l'integrazione rammentiamo che, per definizione 

d^v —di — y-^-r^'^'*'^"^-®- 

Ne segue 

/;(,-.„,(^v^,^=-i,f.(-.,A(/j^)^. 

Si ha poi, integrando per partì, e tenendo calcolo dei limiti 
Ma dalla nota relazione 



da 



= -^J|(^ Va)> 



si deduce 



epperò 



Si conclude 



da 2 V a 



(^^)„.=-^'.w- 



/] (! - a) Jo( V N^) da = ^.J,(i«,) , 
_ 8>i.t _ 8>i,t 



e finalmente 
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T(0)>0 

Oscillazioni perpendicolari al piano della curva d'equilibrio 
del filo avente i due estremi fìssi. 

14. la questo caso, 8 = non è più un punto singolare dell* equazione (6), e 
r equazione stessa si trasforma opportunamente, assumendo per variabile, in luogo 
di s, r ascissa x contata sopra un asse perpendicolare alla direzione della forza. 

Rammentando l'equazione d'equilibrio (§ 6) 



T ^^ -T 



si ha 



^dQ^ dQ c^_ dQ 
ds dx ds r. Ab 

ds \ dsJ dxV^dac/ ds T dx* 



L'equazione 


considerata 


si può quindi scrivere 


nella forma 


assai 


più opportuna 
(6") 


OTvero, ponendo 










(6")bis 



Facciamo passare Y asse delle z pel vertice della curva, per modo che ao = 
sia la verticale passante pel vertice medesimo, e dinotiamo con x = a^ jX= -a^ 
le ascisse degli estremi, attribuendo ad una il segno — , poiché evidentemente il 
vertice della curva, quando non sia uno degli estremi, cadrà fra essi. 

Per la fatta posizione, e per la proprietà di 7t, T ($ 1), R si deve considerare 

come una funzione di x, data fra i limiti -(h^^ 5^^ìf ^ in questi limiti sempre 
diversa da 0, posHiva^ finita e continua. 
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Dinotiamo con Qi (tn , x) , Qt(f)i , x) due integrali particolari definiti dalle con- 
dizioni iniziali 



Essendo 



Q, (m , 0>= 1 
Q,(m, 0) = 

dQ, 

dx 



(r-O ='• 



(/•) 



dOt 
dx 



= 1, 



fra Qi , Qi non potrà esistere relaziono lineare, onde essi costituiranno un sistema 
fondamentale (Fuchs op. cit.). 

Però l'integrale generale della (6") sarà 

Q (m , X) = C Q, (m , 05) + D Q, (m , a;) , 

ed una soluzione particolare della (9) conforme al problema 

w =-■ e-*' (kcos \/m*-a*/ + B sen \/wi«-a* M (c Q|(m , cb) + D Qj(m , af;)Y (ff) 

15. Le Qi(m ,ac) , Q2(wi,a;) si devono considerare, similmente alla Qi{in,x) 
della sezione precedente, come trascendenti speciali, definite dair equazione diffe- 
renziale (6"), e dalle condizioni (f). In conseguenza di ipotesi speciali, queste fun- 
zioni si potranno ridurre a funzioni più semplici. Cosi l'ipotesi 

R = Costante , 
che stabilisce un'equazione differenziale in k^ ci dà evidentemente 

Qi {m , x) •-= cosm VK x QjCm , oc) = senm V R x. 

Per trovare un'espressione analitica, per noi necessaria, di queste trascen- 
denti, in generale, poniamo 

n=oo 



Q(m,x) = 2x,(x)m«». 
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Sostituendo nell* equazione (6"), e scrivendo opportunamente, si ha 

e di qui si ricava, analogamente al § 9, per determinare le X 

Per determinare opportunamente le costanti arbitrarie, che introducono queste 
equazioni, bisogna stabilire le condizioni iniziali imposte a Q(m , x). 

Rammentiamo le condizioni (/*) che definiscono Q| , Q^, 

Queste stesse condizioni sono soddisfatte dai due integrali 1 e ce della (^) , 
epperò se prenderemo X,, = 1 , Xo = as rispettivamente nello sviluppo di Q^ {jn , ac) 
e di Qi{in , jc), tutti i successivi termini dello sviluppo, come pure le loro derivate 
per rispetto ad x, dovranno annullarsi per aj = 0. Con questo criterio si determi- 
neranno le due costanti arbitrarie introdotte dalla (gO. Si ha cosi, integrando (P')> 
e immaginando ripetuta la successiva integrazione 

X„=(-ir(r(fxrRcfflc) rdxTKÌ'dx, (t) 

dove si è adottata la scrittura abbreviata dal § 9, per indicare che il doppio in- 
tegrale si dovrebbe scrivere n - 1 volta di seguito, e si sono poste in evidenza le 
due ipotesi corrispondenti a Q| e Q^. 

Siccome R è sempre finita e continua, non potrà l'integrale presentare albana 
singolarità. Per riconoscerne la natura, e dimostrare la convergenza dello sviluppo 
(a), osserviamo, analogamente al § 9, che, siccome K è sempre positiva, si otterrà 
un valore più grande di X» , sostituendo a K il suo massimo valore, che sarà neces- 
sariamente finito. Designandolo con x, e distinguendo con un apice i due casi, si 
ha cosi 

mod X'« < x« JV mod V < X" .-^ , . 

^ [in " | 2n+ 1 

Da queste formolo apparisce che X,| sarà sempre finita, e per n crescente oltre 
ogni limite tenderà a ; inoltre che, dovendo essere 



11=1 i»»i L- 

2 X," (05) m»» < 2 ,-2^ X» X»- m»», 

n=o n^o L 
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essendo 



1 + S X '(ac)m^* < cosh Vxajin A X„"(ac)m*'* < • p senh sjx xm, 

^ Sri wiVx 



n=i 11=0 

lo sviluppo (a), nella fatta ipotesi, sarà convergente, e quindi leggittimo, per tutti 
i valori di x e di m. 

Si riconosce facilmente che le X„(a;) avranno segni alternati. Però osserviamo, 
in primo luogo, che siccome le funzioni che figurano nella (y) non possono cam- 
biare di segno, col far variare x a partire dallo 0, l'integrale multiplo non potrà 
annullarsi per nessun valore di x, tranne a; = 0, epperò X^ non può cambiare di 
segno in un intervallo di valori di x che non comprenda lo 0. Altrettanto vale per 
le derivate di questa funzione. Il che premesso, supponiamo che per ao o per 
X < , X^(x) abbia un certo segno, e sia per esempio 

X^(x) > 0. 

Per (^) essendo sempre k>0, si ha 

cfx* 
Ciò significa che d-^^^^ è di segno contrario a dx, onde, essendo *"^* =0 



per X = 0, sarà 

<0 per x>0 



dX«4.i 



dx 
dx 



> per X < 0. 



Segue da ciò che dX^i è di segno contrario a dx nel primo caso, e di segno 
eguale nel secondo. Onde, essendo X^^i = per x = 0, si conclude che in entrambi 
i casi sarà X^+, < 0. 

Applicando lo stesso ragionamento air ipotesi X,|<0, si arriverebbe evidente- 
mente alla conclusione X^+i > 0. Epperò, estendendo il ragionamento ai valori del- 
rindice anteriori ad n e successivi ad n + 1 , si dimostra la proprietà enunciata. 

Concludiamo che, designando con X^(x) dei valori assoluti si ha per tutti i 



Digitized by 



Google 



)( 41 )( 
valori di X e di m 



Qtim ,»)=« + V (- ')" Xh' (ab) m«» 

n+i 

^'(x) = (r<1xl\dx\ 

n=oo 



(15) 



(16) 



X„" (a?) = (rdxTx R cfo)) . 

16. Alle condizioni iniziali (0 = per a; = - ^^ » ^ -~= ^i * sì soddisfa ponendo 
CQt(m.a,) + DQ,(m,aO = 
CQ, (m , - cfj) + DQj (m , - a^) = 0. 

Queste due equazioni determinano il rapporto 7s = 9> ^^ il parametro m. 

Se ne ricava 

_ Qi (m , 0|) _ ^ Qt (m , - 0,^) 
^'^ Qi(m,aO'" Qa(m,-a,)* ^^ 

e per determinare m, l'equazione 

Q,(m , - aj) Q^(m , a^ - Q,(m , - o,) Qj(m , a^) = 0. (i) 

Quest'equazione si può immaginare ottenuta, eguagliando a l'integrale 

Q(m , X) = Q,(m , - a^) Q, (m , as) - Q, (m , - a,) Qj(m , x) , (a) 

definito in modo che si annulli per a3=-a£ qualunque sia m, fattavi Tipotesi x-ai* 
Dimostriamo che questo integrale è sviluppabile per tutti i valori di x e di m, 
in serie di potenze di m^. 

Difatti, essendo, per le precedenti conclusioni (§ 15), Qi(w.x) Q2(m,x)svi- 
lupp<abili in serie di potenze di m-, e queste serie essendo convergenti indipenden- 
temente dall'ordine dei termini, possiamo immaginare formati gli sviluppi analoghi 
dei due prodotti che fl>^urano neir integrale in discorso, moltiplicando fra loro, se- 
VCL. xiz. 6 
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èondo la nota regola, gli sviluppi dei due fattori. Riunendo poi a due a due i ter- 
mini degli sviluppi dei due prodotti, che contengono una stessa potenza di m*. ciò 
che è lecito, poiché le due serie saranno esse pure convergenti indipendentemente 
dall'ordine dei termini, si otterrà una serie di potenze di m^, che sarà Io sviluppo 
di Q(/n,x), convergente in modo assoluto, qualunque siano 1 valori di m e di ac. 

I termini dello sviluppo in quistione per a? > .0 (ipotesi conforme all'equazione 
che determina m, poiché a^ > 0) avranno segni alternati. 

Essendo alternati i segni dei termini, negli sviluppi di Qi(m,x) Qt(m,a;), 
risulta dal processo di formazione dei coefTicienti che lo sviluppo del prodotto 
Q,(?n,x) Qj(m,cc) avrà i segni alternati. Difatti, si ha 



r==» «=00 n=QO 



2» 
fi ^" 



[a,. 6,lr+i^n indicando una somma di prodotti binarli a^ 6, , dove per r , s si devono 
introdurre lutti i valori interi che danno per somma n. Da ciò si vede che, se le 
a , b hanno segni alternati, a^ , 6, avranno segni eguali o segni contrarli, secondo 
che n sarà pari o dispari, oppure dispari o pari : i due casi corrispondendo all'es- 
sere i se^ni nelle due serie corrispondenti o spostati di un termine, per il che ba- 
sterà che abbiano sc'jni eguali o contrarli i primi termini. Saranno quindi, in ogni 
caso, alternativamente, le somme di un segno e dell'altro. 

Ciò posto, osserviamo che lo sviluppo del prodotto Q,(/h,cc') Qj(m,cc") co- 
mincia con cd". Per os > 0, gli sviluppi di Q^im , - a{) Q, (/?i , ce), che comincerà con 
- c?2 <- , e quello di Q,(rti , - a^) Qi{m , x) , che comincerà con ce > , avranno 
quindi l segni spostati di un termine: epperò, riuncndoH per differenza, come in- 
dica la (a), le somme, che costituiranno i coefficienti della serie risultante, avranno 
i termini tutti del medesimo segno, e ì segni dei coefficienti stessi saranno alter- 
nati, come si voleva dimostrare, 

Da ciò noi possiamo conchiudere come al § IO, che l'equazione (i) ammetterà 
un numero infinito di radici della forma [i + vt, e che bisogna escludere l'ipotesi 
|jL = 0: cioè la (ì) non può ainmcllere radici piivanienle immaginane 

Analogamente al citato § 10 dimostriamo pure che si deve supporre v=0. 

Però dinotiamo con m^ , mj due radici della (t), non eguali, né eguali e di segno 
contrario (come saranno a due a due le radici dell* equazione stessa). Avremo le 
due equazioni identiche 

Moltiplichiamo la prima equazione per QO), la seconda per Q^^, e sottragghia- 
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mo. Scrivendo opportunamente, abbiamo 

Integrando fra - o^ ed a. 

Essendo 

Q(') (- a,) = QW (- a^) = Q<*) (a.) =. QW (a,) = , 

il primo membro è 0. Eppcrò, poiché per ipotesi m/ ^ m^*, 

[ ' KQ(<)QO')daj:=0. (17) 

Stabilita questa formola, si vede che si dimo>trerà in modo alTatto identico a 
quello seguito nel § 10 che non vi possono essere radici della (i) delia forma ii+vi, 
dove (x e V siano entrambi diversi da 0. 

E poiché si è dimostrato che dev'essere v-0 ; si conclude che le radici di (i) 
saranno tutte reali. 

17. Limitandoci a considerare le radici positive di (i), poiché le negative sa- 
ranno eguali ad esse in valore, e Q{m,x) non involge che m^ immaginandolo or- 
dinate in serie di valori crescenti, e designando con ?n^ Yr^ìm^, sarà una soluzione 
della (0), che obbedisce alle condizioni di fissità degli estremi, la 

(0 = e~*' 2] ^^r cos \lm^*-aH + B^sen ^mj^i) Q (m^ , a;). (J) 

Seguendo un ragionamento aflatto analogo a quello adoperato nel $ 11 , ed 
ammessa parimente la sviluppabilità di una funzione data fra certi limiti {-a^^a^) 
in serie di funzioni Q(m,.,flD), si trova che, posto 

p f (e) R(o) Q (rrii , 0) do | * F (o) R(o) Q (m^ , o) do 

'r^ = a, ^^ = 6„ (18) 

/ * K(o) Q*(w< , 0) de [ * K(o) Q«(m.. , o) do 
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le costanti À^ , 6^ sono detcrminato in modo da soddisfare alle condizioni iniziali 
di tempo (§ 7), prendendo 

Con trasformazioni analoghe, posto 

-^ = tang6, 

si trova, come nel citato § 11, che si può scrivere 

w = e"*' 2] M* ^"^r Or cos (M^e - 8,) + 6, sen M,0 Q ( m^ , a;) . (1 9) 

r=i '• 

18. Mantenendo la stes>:a ipotesi che gli estremi siano fissi, si debbono parti- 
colarmente considerare due casi. 

Sia, in primo luogo, uno degli estremi il vertice della curva di equilibrio, ep* 
perù poniamo -a2 = 0. Essendo (§ 14) 

Q4(m,0)=l Q2(wi,0) = 0, 

la (t) si riduce, designando con a la distanza orizzontale dei due estremi, a 

Qj (ni. 0^ = (h) 

equazione che determina m ; e la (/i) ci dà 

g = 00. 

Quest* ultima singolarità non è che apparente. Difatti è chiaro che essa signi- 
fica che si deve porre C = 0, onde 

Q = DQj(m,aj). 

Gol solito processo, rammentando l'identità Qs(m,0) = 0, si trova per 
m<* ^ m,* , Wy dinotando una radice qualunque di (h) 



[ KQt(m<,aj)Qsi(mj.,a5)(fx = 0. (20) 
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Coir aiuto di questa forinola, e delle proprietà dello sviluppo di Qi(in , x) si 
conclude che le nif sono tutte reali. 

Cosi, in questo caso, il problema è risolto dalle formolo 



V 1 



r/'(o)R(o)Q,(m,,o)do f F(o)K(a)Q,(m,,o)tlo 

- "75 ^r - -70 • 

j ^ R(o) Q,Hw»r » <') d^J 1^ K(o) Qt*K ' 0) do 



(22) 



19. Richiede maggior considerazione il caso che la curva d* equilibrio abbia 
per asse di simmetria la verticale passante pel vertice (asse delle x), e i due 
estremi del filo si trovino ad uno stesso livello. 

La verticale del vertice sarà evidentemente asse di simmetria della curva di 
equilibrio del filo, quando la densità sia eguale per punti posti dalle due parti del 
vertice, ed equidistanti da esso, cioè, quando sia (s contato dal vertice) fc(-s)=k(s), 
donde T(-s) = T(s), ossia, in conseguenza della scelta degli assi h{-x)='k{x)^ 
T(- X) = Tix) , K(oc) = R(- 03). 

Inequazione differenziale non si altera, in questo caso, cambiando x in -x: 
e da ciò è facile dì conchiudere che Q, (m,x) sarà funzione pari di x, e Qiim , x) 
funzione disparì. 

Difatti, poiché Q,(m , x) Qt(m , x) soddisfanno 1* equazione differenziale, quando 
si pensa posto in E quel valore di x , che in esse figura , qualunque esso sia, 
Qi(m. -a;) Qt(w, -x) la soddisfanno, quando si pensa posto in K il valore -05. 
Ha poiché con questo cambiamento K, e con essa T equazione differenziale, non si 
altera, Q,(m , - x) , QaCm , - x) si possono anche considerare come funzioni che 
soddisfanno T equazione differenziale pel valore x della variabile, cioè come inte- 
grali di essa distinti da Qi(m,x) , Qtim ^x). 

Questi ultimi costituiscono un sistema fondamentale ($ 14). Però, dinotando 
con a , b , e , d quattro costanti arbitrarie, dovrà essere 

Qi(-aj) = dQ,(x)4-bQ,(x) (a) 

Q,(-x) = cQ,(x) + dQj(x), (P) 



donde si deduce 



dQi(- X) _ dQ^(x) dQ,(x) 

dx dx '^ dx ^^^ 



dQ«(-x) ^^ dQ,(x) j dQ,(x) 
dx dx dx ' 



(8) 
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Per le condizioni iniziali (f) dev'essere, in primo luogo, 

^ dx J^g^o ^ dx /a.=,o ' ^ dx /^.«o 

epperò in (y) si deve porre b = 0. 
Allora si ha da (a) 

Qii-x) = aQ^{x). 

Ma, per le stesse condizioni iniziali {[) 

(Ci(-JB))x=o = (««(aj))x.o=l. 
Si conclude a= 1, epperò 

cioò Qi(cc) funzione pari, come si voleva dimostrare. 
Considerando Q^Cx), si ha 

(Qi(- x)),^o = (Qt(aj))x«o = , (Q,(x)),^,= 1 , 

per cui da (^) si deduce c = 0. 
Allora si ha da Q) 

Q,(-a;) = dQ,(a5), 

e da (S) 

da? dx 

Ma per le stesse condizioni 

/ dQ,(-a?) \ / dQ,(^ag) \ / dQ,te) \ ^ 

^ dx /^,o"" ^d(-aj)/^o ^ dx J^^, 

Si conclude d=-l, epperò 

Q,(-aj) = -Q,(x), 

cioè Qt/x) funzione dispari, come si voleva dimostrare. 
In seguito a ciò le (h) (i) si possono scrivere 

Q,(m,at) ^ Q,(m,aO 
' Q,(m,aO Qa(m.a,) ^''^ 

Qi(m , Ot) Q«(m , a,) + Q,(m , a,) Q,(m , a,) = , (0 



1 
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e si può assumere 

Q(»n , X) = Qjdn , a^) Q,(m , x) + Q,(m , o^) Q,(m , a;). 

Supposto che i due estremi si trovino allo stesso livello, per la necessaria 

a 
simmetria, dovrà essere a^ = o^ = -|- , a designando come al § 1 8 la distanza oriz- 
zontalo dei due estremi. Però la (V) si riduce a 

Q.(m.|)Q.(m.|-)=0. 

che si scinde nelle due equazioni distinte 

Q.(m',|-) = Q»(m",f-) = 0. (0 

Si hanno cosi per m due distinte serie di valori, alle quali corrispondono, in 
virtù di (/i'), due serie di valori di q 

Q,(m'4) Q,(m".|-) 

Queste equazioni ci dicono che per m = m' si deve prendere 

D = Q = CQ,(?H' ,flD), 

e per m = m" 

C = Q = DQ,(m",aD). 

Dinotando con m^ una qualunque radice positiva delle equazioni (l), si trova, 
applicando il solito processo, e rammentando Qj(0)s=0 (— ) =0, 

\ (iX /;pa0 






*'<^^{ ^l"^ / i^Q/*'Q»^^*B = o. (23) 

a ^ J 9 

e l'ultima sussiste anche per i=j, poiché sarà sempre m/ ^ro/'. 
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Mediante queste formole, e le proprietà degli sviluppi di Q« , Qt, troviamo, col 
solito ragionamento, che le radici delle (l) saranno tutte reali. 

Segue da tutto ciò che, iq questo caso, una soluzione generale della (9) con- 
forme al problema è data da 



w = e-*' j 2 (A/ cosM/( + B/ senM/() Q, (m/ , x) 

(m) 
+ 2] (V' cosM/'^ + B/' scnM/'O Qt(m/' , aj)[. 

Per determinare i coefficienti, abbiamo di qui e dalle condizioni iniziali 

fix) = 2 a; Q,{m; , X) + 2 A/' Q»(m;' , ac) 

,•=00 f=0O 

F(x) = 2] (M/ B/ - «V) Q. « , ac) + 2] (Mr"Br" - «A/') Q, (m/' , x). 

r=l rei 

Moltiplichiamo successivamente queste equazioni», per KQ^(m/,x) , KQjj(m/',0D), 
e integriamo fra e •^. 
Posto 

f* /"(o) K(o) Q„ (m,(»),o)d« P F(o) R(o) Q.(m/-) , o) da 

J-ii^ =o/") ^^^ = 6/»), (24) 

r R (fl) Q„» ( m/"),o) do f * R(o) Q.» (m/") , e) da 

dove (n) dinota un apice, ed n può essere 1 o 3, si ha, come nei casi analoghi 
A, -o, B, - j^, 

onde, mantenendo sempre lo stesso sistema di notazioni, la (m) si può scrivere 
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perfeltaniente determinata cosi 

IO = e-*' j y] ^,{rn; a/ cos (M/e - 5/) + 6/ sen M/«) Q, («?/ , oc) 



"^ S SP (^'•" ^'" ^^^ ^"^"* "" ^^"^ "^ *•■" sen m;7)q, («?;', X) 



1 



(•25) 



OssERYAZiONB. Si è asserìto che non potrà mai essere un valore di m' eguale 
ad un valore di m", verificandosi la quale eguaglianza, le (h") diventerebbero inde- 
terminate, e la terza delle (23) non sussisterebbe più. 

Per giustificare questa esclusione, osserviamo che, se fosse m/ = m/' = |i, le 
funzioqi Q|(m/ , x) , Qj(m," , x) sarebbero due integrali delF equazione 

d 

i quali per x=^ q si annullerebbero simultaneamente. 

Ora, con ciò si annullerebbe per x=^s il determinante fondamentale 



dx 



do, 
dx 



il che non può essere ; poiché, essendo esso determinante diverso da per x^O 
(§ H), per nessun altro valore di x si potrà annullare (Fuchs. Op. cit. pag. 1*27). 

20. Consideriamo ora alquanto più distintamente il caso di h costante, ossia del 
filo omogeneo. 

È ben nota la teoria deir equilibrio del filo, in questo caso. La linea d'equili- 
brio è la catenaria omogenea. Secondo le convenzioni fatte, dovremo assumere il 
vertice di questa curva per origine degli archi, e intendere che l'asse delle z passi 
pel punto medesimo. 

La rammentata teoria fornisce, con queste convenzioni, le formolo 



donde 



T=\/To* + A*ff*8* 



T = To cosh -TjT- « 



.=11 seni. M. 



ftff 



senli-rf-aj, 



„ ftT k , kq 
R = TY = -Tr- cosh -sii- au. 



TOIi. XIX. 
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Ricordiamo die T^ , tensione nel vertice della curva d'equilibrio, è collegati 



coi dati del problema dalla relazione 






dove a dinota la distanza orizzontale dei due estremi, e, designando cono la loro 
distanza verticale e con l la lunghezza totale del filo, y ^ la radice reale positiva 
dell'equazione trascendente 



senti Y _ sjl^ - 6* 
Y a * 

L'equazione (6"), che definisce le funzioni Q(x), si scriverà quindi esplicitamente 
in questo caso 

aaj' ga a 

Ora, osserviamo che questa equazione si può scrivere cosi 

. \, + — m* cosh 2v - Q = ; 

e di qui si vede che, se si considera una funzione definita dall'equazione più semplice 

j? + 2/i*cosh2tfcQ = 0, (A) 

sarà, per condizioni iniziali corrispondenti 

Q(m,aì)=ft(\/^m,Tf^). 

. L'equazione (A) rientra nel tipo della (6"), dalla quale si deduce colle ipotesi 
leggittime 

x = u m = h R = ^ cosh 2i*. 

11 coeHlciente K ammette quindi un'espressione analitica, che comporta la ge- 
neralizzazione della variabile. Supponendo che u rappresenti una grandezza qualun- 
que della forma 

03 f j/i , 
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si \cdc clie K si mantiene funzione naonodroma continua e fìnita, non solo pei va- 
lori adiacenti a quelli che corrispondono al problema, ma per tutti i valori di ù, 
aventi modulo non infinito. In virtù del citato teorema si può quindi conchiudere 
a tutto rigore dalla siola ispezione dell* equazione, che T equazione stessa ammette '^ 

un sistema fondamentale d'integrali per rispetto a qualunque valore di n avente 1 

modulo non infinito, e che questi integrali si manterranno monodromi, continui, o d. 

finiti, su tutta la sfera di variabilità, toltone il punto infinito. .| 

Se si determina un sistema fondamentale d'integrali 9t{m , n) , ^ti'^i , n) > ^ 

per rispetto al punto-valore m = 0, ponendo le condizioni 

ft.('».0) = (^) =1. I 



saranno quindi le funzioni Q^ , f^^ nionodrome, continue e finite su tutta la sfera, 
toltone il punto infinito. 

Osserviamo, poiché per w = si ha aj = 0, che (§ 14) 

Q,(m , a)) = ft, (V^''* ' ^ a) ^'^"^ ' a^) = ftt vf^^ ' ^'a) ' 

Le funzioni ^i{nijU) , QsCm , u) sono trascendenti speciali analoghe alle 
funzioni del cilindro ellitlico (*). L'equazione differenziale che definisce queste ul- 
time essendo 

^ - 2/iMR - coshSsc) y = , 

si vede che essa si riduce alla (A) per R =^ 0. Emerge però dalla teoria delle fun- 
zioni medesime che questo valore di R non soddisfa alle condizioni ulteriori che 
quelle funzioni devono verificare, epperò le Q non si possono considerare come un 
caso speciale di esse. 

Non insisteremo sulle proprietà che le funzioni f^ hanno in comune con tutte 
le funzioni definite dall'equazione differenziale (b"), e di cui si è trattato in gene- 
rale ; e ci limiteremo a rammentare che, essendo h = costante funzione pari di s 



(*) Heine. Kugelfunctionen (2* ediz.) p. 401. 

Mathieu. Mémoire sur le mouvement vihratoire d'une membrane de forme 
elliptique. Journal de Liouville t. 13 (2« sèrie) p. 137. 

Ideu). Cours de Physique Maihématique, p. 122. 



rs 
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e ili a!, il problema va trattato col metodo esposto al 5 *9. Osserviamo invece qual- 
che circostanza particolare. 

^K Pel § IS le funzioni ^^ jQ, sono sviluppabili in serie di potenze di /i*. Questi 
sviluppi si otterranno dalle (15), (16) facendo R = 2cosli2u. Si ottiene così 



(150 



Q,(fr,u)=i + y](-i)"u'„(u)/t*» 

n=i 

U'„ (u) = 2" ( r dtt r cosh 2it da) 

• 11=00 



(16') 



U„"(w) := 2» (r du rncosh2udu) 

11 calcolo dei coeflicienti U(iO fornisce espressioni molto complicate. Si ha cosi 
pei piimi termini 

U\ = senh*u 

U'i = C2 [^ senh* 2u - senh*u + uA 

\\ = 2 ( j-^ senh*3w— p senh*2t^ + (xi^ "*" 93 ) senh^a + u senh 2u j 

^ * " ^ (3^2^ ''"'^* *^ - 3^5 senh» 3u + -* (u« + ^) senh* 2u 

1 / , 3809 \ ^, 5 ^ , 1 A 

" 2 r ~ 3TT» j ^^"^ " - 2^ ^ senh 4ii + ^-^ uM 

U," = (u cosh u - senh u) cosh u 

V{ - Ày^i wcoshSa-^ senh 2t4 ì cosh 2u+ (ucosh it - sènh u)cosh w + ;^ + — 1. 

22. Essendo le stesse funzioni monodrome, continue e finite per tutti i valori com- 
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plessi della variabile u aventi modulo non infinito, esse sono anche, per gli stessi 
valori, sviluppabili in serie di potenze di u. 

Tenendo calcolo che Qi(iO è pari e ^tW disfMirì {§ 19), e delle condizioni 
iniziali per w=0, possiamo quindi porre, conformemente alla fonnola di Maclaurin, 



(26) 

11=0 L 

Per determinare i coedicienti, si ha dair equazione differenziale 
d'"-^»tt - _ .) 1 1 d"*(cosh2U'Q) , 

epperò. sviluppando colla formola di Leibniz, e ragnraentando che 

d«'*cosh2u „,„ ,^ d»'*-»^*cosh2u ^,.., 

— -— — = 2«'* cosh 2m — :rTirr» — = 2***+* senh 2u , 

da** du**"^* 

^=-2ft*[cosh2u^+m.2.senh2n^4--A_^ 

, m(m-l)...(m-2r+1),,, .„ d"»-*''0 m(r?i-l)...(m-2r)„^^., ,„ d^*-*^«0 
+ — ^ S-s^' ^'^ <^osh2(fc;j-j^^ + — ^ ^-^—\ ^2*'^+^senh2u . -..., + • • • 

d'*'*cosh2u dQ d"'cosh2?t "l 
du'"-* dw "*■ da"' *J" 

Ponendo n = 0, e distinguendo i due casi di m = ?n e m = 2n + 1 , corrispon- 
denti alle due funzioni, abbiamo di qui le formolo ricorrenti 

r=»i— 1 

/ d»»^tgA r V 2n(2ft-l)...(?n-2r+l) / dt'-t^gA -. 



rs=o ' — / 



a), 



Digitized by 



Google 



)( 5i )( 

dove il coeilicientc del termine in r ~ si deve prendere = 1 : convenzione clic sì 
conserverà pei casi analoghi nelle formolo seguenti. 

Emerge da queste formolo che il coeflìciente dì it*** e quello di u'**"*"* sono po- 
linomii in /i^, contenenti le potenze pari di h da /t*** ad /i*. Pero poniamo 

r indice dei coelllcienti A, B indicando F esponente di ti al quale si riferiscono, e 
r apice r esponente della potenza di h da essi moltiplicata. 

Per avere un'espressione dei coefficienti, sostituiamo nelle (oc) conformemente 
alle (21). Abbiamo cosi 



Sa^hW*'"*"*'^'^''*"'"*' 



»^o 



r=n— l «=n— r— 1 



r=o 1 — «=«0 



=-2/4 S (^^^^)^;-f'^-'-+') 2»'- 2 B.„....<— •);ì-— +(2n+l)2«]. 

Se nei secondi membri immaginiamo elTettuata la moltiplicazione per h^, vi fi- 
gureranno tutte le potenze di /i, che figurano nei primi. Immaginiamo di ordinarli 
per rispetto alle potenze decrescenti di /i. È evidente che a formare il coefficiente 
di una determinata potenza /i*'»-^*-*^' concorreranno termini di tutte le sommatorie 
in 8, comprese fra la prima e quella per cui detta potenza è la massima: per questa 
sarà 2;i-2c = 2n - 2r, opperò essa corrisponderà ad r = a. Si ha cosi: 

«=^ 
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»=o 



seo r=o lJi^ 

Eguagliando i cocflìcienti di una medesima potenza di h nei due membri, si 
hanno cosi i valori iniziali 

A"2«^, = - S*"^* B",,^, = - (2n + 1) 2«»^« , (28) 

e le formole ricorrenti per 0"< s <ji — 1 

W— «•) = - 2 |; 2n(2n-l)^(2n-2r-H) ^,, ^^^^^,_., 

I (29) 
B («.^«-«.ì - g y (2n+1)27t...2(n-r+l) („_,.) ' 

Facendo in queste formole successivamente n = 0, 1, 2, 3 ecc. e calcolandole 
per tutti i valori di s da ad n - 1 , si avranno per le singole potenze dì w, me- 
diante le (27), i coefUcienti degli sviluppi (26). 

I seguenti valori particolari serviranno a calcolare i primi termini delle due 
serie 

(8 = A4"=2» = 4 
« = 8 = A," = -2 n = l \ 

f8 = l A4" = -2» = -8 

/ 8=0 A8"'=2»=16 
8=0 2A,"=-2'=-8 I ^, Ag^' =-2*( 1.2+3- 4+5 •6;=-104 

n='2 |8=l A,"=2»(1.2+8.4)=H2, n=3/ , „ „ a p t qx 

J8=2 V=Kl+^,+ -^) = 1984 
'8=2 A,"=-2»=-32 f \ li l--!.d.4/ 

■\8=3 Ag" = -2' = -128 
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/ s=0 A,„* = - 2* = - 32 

8=1 A,„'"'=2»(l . 2+3-4+5 • 6 1-1 • 8)=3200 

. 9 à V, cA ,g-5 , 65-4-3 . 8-T >-2+3-4 . 8-T-6-5\ „_„,. 

,_3 A ..-c;«rii^'^ , 8-T.6-5 8.7-6-5-43 Y ^«S»" 

8-3 A,. -2 ^1+— +^-^-^f^-^-^-^-^j=325J2 

1 8=4 A,o" = -2»=-512 



n=o Lfli+i ,=0 



n = 



8 = B,"=-2 n=l 



n = 3 



n = 4 



* = Bj»' = 2» = 4 
8=1 Bs" = -3-2» = -24 
8 = B," = - 2» = - 8 
n = 2<8=l B,'' = 2»(2.3 + 4.5) = 208 
8 = 2 B," =-5-2!' = -160 
8 = B,""=2* = 16 
8 = 1 B," =-2*(2.3 + 4-5 + 6 1) = -1088 

B," =-7.2' = -896 
8=0 B„ =-2» = -32 
8=1 B„™=2»(2.3 + 4-5 + 6.7 + 8.9) = 4480 

8=4 B„" = - 9.2»= -4508. 



8 = 2 
8 = 3 



Digitized by 



Google 



)( 51 )( 

23. La leggittimità delle precedenti espressioni non si può più assicurare quando 
u cresca oltre ogni limite. Per studiare il modo di comportarsi delle funzioni 
9iO^ 9 ti) , Qt(/i , ti) per u grandissimo, osserviamo che, essendo 

2cosh•2u = e*"-^e-«^ 

per n grandi.ssimo si ha sensibilmente 2cosh2u = e*^, onde, por quel caso, si può 
con altrettanta approssimazione, sostituire airequazione (A) la seguente 

La quale, poiché 

du de*'^'^ du* de'-V de»V " ' 

si può scrìvere, sopprìmendo il fattore e**, nel seguente modo 

de»«V de^V^VzJ * "' 

Un sistema fondamentale d'integrali di questa equazione è fornito dalle fun- 
zioni cilindriche Jo(/te*), K^ihe^): e, dovendo supporsi u grandissimo, per una 
nota proprietà delle funzioni cilindriche, vi si può sostituire per approssimazione 

cos /i6* sen /le^ 

— - — — - — . Di qui si conchiude, dinotando con a , 6 , e , d quattro costanti 



arbitrarie, che, per u crescente oltre ogni limite, si avrà sensibilmente : 

u 

fti (h , ii) = e" * (a cos Ae^ + 6 senTic*) 

ft«('i , ti) = e" * (e cos he^ + d sen fte^). 

Per determinare le costanti, si richiederebbe di conoscere qualche proprietà 
delle funzioni per n infinito : ma, restando esse pure indeterminate, queste formole 
ci bastano per conchiudere che per u tendente air infinito, le due funzioni tendono 
rapidamente a zero. 

24. Terminiamo con qualche considerazione sull'equazione in li 

ft(/i,ti) = 0. 
Segue dalla teoria generale (§§ 11, 18, 19) che le radici di questa equazione saranno 

YOL. XIX. 8 
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in ogni caso reali e distinto. Però esse non si potranno calcolare che per appros- 
simazione. Si dovranno perciò porre in ^^{ll , u), Qo(/i , u) in luogo di u i valori 
forniti dal caso particolare , o mediante gli sviluppi (26) calcolare i valori che 
queste funzioni pigliano per una serie convenientemente estesa di valori di li. Si 
formeranno cosi i corrispondenti valori del primo membro. Due valori consecutivi 
di /t, che rendono il primo membro di segno contrario, comprenderanno almeno 
una radice. 

Per guidare questo processo di separazione, e fornire un'idea dell' andamento 
delle radici, giova confrontare dal punto di vista di un noto teorema di Sturm (•) 
l'equazione 

T-? H- 2/i^ cosh 2u Q = 
con 

alla quale soddisfa il sistema fondamentale 

Y, = cos V 2 h.u Y2 = sen ^/ 2" ha 

definiio dalle stesse condizioni per u = di Q, , Q^. 
Le funzioni 

Wcosh2tt 2/i«, 

che moltiplicano la variabile dipendente nelle due equazioni differenziali, si possono 
considerare come dedotte entrambe dalF unica funzione racchiudente il parametro a 

2/1^ cosh 2au 

col dare ad a rispettivamente i valori 1 e 0. 

Questa funzione è sempre crescente col crescere di /i, e siccome il coseno Iper- 
bolico è funzione crescente e maggiore dell'unità, qualunque sia il valore (reale) di 
u, purché diverso da 0, nel qual caso coshu= 1, si ha, u essendo supposto un 
valore reale qualunque. 

(2/i« cosh 2au)a=;o <" (2/1* cosh 2au)^^^^^^ 

Però, ponendo 

2/i* cosh 2au = G (/i , 1^ . a) , 



(*) Sturm. Journal de Liouville t. I. 1®»* serie. 
Mathieu. Physique Mathématiqite^ \\ 108. 
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con che 

6(h . 1^ , 0) = 2/i« G(/i , M , 1) = 2/1» cosh2iA , 

e ponendo (8a > 0) 

G(h, w, a + 8a)-G(/i ,n, a) = SG 

per lutti i valori di a compresi fra e I, sarà 

fiG>'o. 

Segue da ciò, pel citato teorema di Sturm, che, se Q(h , u) , Y(/i , n) rap- 
presentano due integrali delle duo equazioni, assoggettati alla condizione che per 
un valor particolare il = Uq debbano entrambi annullarsi, o si debbano annullare 
le loro derivate, se si designa con U^ un altro valore di u maggiore di Wo » ^^ ra- 
dici deir equazione in h 

Q(/i,U,)=:0 

saranno maggiori delle corrispondenti radici di 

Y(h,Uo) = 0. 

Supponendo i tre casi che f sia Uo = , e debbano annullarsi le derivate; 
2** sia Wo = 0, e debbano annullarsi le funzioni ; 3*^ sia Uq un valore qualunque, e 
debbano annullarsi le funzioni, abbiamo da quella coppia d* equazioni, le tre coppie 
seguenti 

0.(A , U,) = ) Q,(/i , Uo) = ì 

_ I. ^ "• 

C0SV2 /èUo = ) senV2 /iUo = ) 

Qtih , Uo) Q| (ft , Wo) - «iC* , U,) Q,(h , Wo) = ) 
sen/iV2 (Uo-Wo) = ) 

Supponendo nelle prime due coppie Uq > 0, e nella terza Uq > i^o * ^^^^ <^be evi- 
dentemente si possono sempre supporre verificati si conclude dalle precedenti os- 
servazioni che, le radici delle equazioni involgenti Q dovendo essere maggiori delle 
corrispondenti radici delle altre, caso per caso, la radice r">* delle singole equa- 
zioni in Q dovrà , nei tre casi considerati , cadere rispettivamente fra i seguenti 
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2r-l 

2 "" 




2r+l 
2 ^ 


VTUo 


C 


V2 Uo 
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jTt (r+l)it nt ^ (r+l)TC 



V2 Uo^ n/^Uo ' V2(U„-Uo) V2 (U,-Wo)* 

Ora, segue da quanto s*è detto nelle pagina precedenti che, per risolvere il 
problema nel caso generale, nel caso che sia Asso il vertice e nel caso che i due 
estremi siano sopra una stes^ orizzontale, si devono trovare le radici in h dalle 
equazioni 

a,(/*.T5)Q.(^,T|*) + «.("'-^ ?)«»('- t1^)=« i- 

Q,(h,-r)=0 n* } caso. 

«,('i'.|) = e ft, (/»■', |) = IIP 

La prima equazione si ottiene dalla prima di III, facendovi Uo=~Tf — ed U,^='f-?. 

La seconda e la quarta si ottengono dalla prima di II, facendovi Mq^^ ed Uo=? 

rispettivamente. La terza si ottiene dalla prima di I facendovi Uo = L 

et 

Da ciò si conchiude, notando che nel presente caso u^-M^--^— — ^=r^^ che, 

per quanto alle equazioni del IIP caso, V sarà compresa fra ^ ^H '^ e ^ 'jt , 

V2 Y V2 Y 

e A/' fra -— ^- e _, : e, per quanto alle altre due, /i,. cadrà fra II? -- ed 
v2 Y v2 Y V2 Y 

(r-f-l)it 

D. 

2S. Concludiamo colFos^^rvare alcune proprietà comuni al caso trattato in B 
e a quello trattato in C. 

Supposto che il filo oscilli in un mezzo di resistenza trascurabile, per cui sia 
s ^ 0, i moti elementari, che si riducono alla forma 

(A cos mji + B sen m^l) Q (m^ , t/) 
sono periodici, ed ammettono il periodo --. 
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Un moto elementare corrisponde alle tre ipotesi 

/•(u) = Q (m, . M) F (u) = Q (m, , «) 

/'(u) = Q(m,., u) F(«) = 

/•(") = F(«) = Q(m, ,u). 

Ciò segue immediatamente dalle formole (12). (18), (22), (24), a norma dei casi, 
poiché si ha da esse conformemente alle tre ipotesi 

1 \ 
*'=' "' = -,) 

A,= l B, = (A; = 0. 8i = 0- 



A, = B,= l 

Nel caso del filo omogeneo sospeso per un punto, si deve assumere (§ 12) 

Q(m,,tt) = Jo(|i,\/I). 
II periodo è in questo caso 



ìaJL 



2 
proporzionale nel rapporto di — ad 1 alla durata dell* oscillazione di un pendolo 

semplice ordinario, avente la medesima lunghezza. 

Questo risultato si trova nella citata memoria (vedi T introduzione e la nota 
tt SuUa storia delle funzioni cilindriche n) di Daniele Bernoulli. 

26. Dimostriamo che in generale non vi saranno moti periodici oltre questi : 
ovvero che la funzione definita dalla serie 



co = 2j (^ cosm,.! + B, sénm,.t)0(m,. , u) (a) 



■ I 



dove le m^ non crescono proporzionalmente ai numeri interi, non può rappresen- 
tare una funzione periodica di t, salvo il caso che la serie si riduca ad un solo 
termine. 

Supponiamo che ia{l) sia funzione periodica, e dinotiamo il supposto periodo 
con 2c. Allora (0(0 sarà sviluppabile in serie di Fourier. Escludiamo il caso che 
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questo sviluppo non fosse leggittimo, perchè si esigerebbe perciò che la funzione 
ammettesse tali singolarità per cui sarebbe Impossibile che soddisfacesse al pro- 
blema meccanico. 
Sarà quindi 

w = 2^o+ Zj (^m^os — « + 6^sen — n (P) 

^*»i = "■ / *^ W ^os — X dX 6in = - ; w W sen — X dX. 

Introducendo in queste formole per w(X) l'espressione risultante da (a), e 
scambiando l'ordine della sommatoria e delf integrale, troviamo 

a^=- 2u \KJ cos???,.Xcos — XdX+BJ senwi,.Xcos-;-^XdXÌQ(m^,?/.) 

6^-- 2j (m cosm^Xsen-^XdX+BJ scn??iyXsen 'XdXJQ(m^, u). 

Dimostriamo, ehe il secondo integrale in a^ ed il primo in 6^ sono nulli. Però 
osserviamo che, se si designano i due integrali con li , I2 > si ha 



re / \ cos 1 m^ + — 
I,fl, = f senfrn, + ^)xdX = i:.£_l L 



= 



m^ + — 



Mi / \ cos ( m. ) X 

L - 1. = ; seni m. ) X dA = ^ = 0, 

^ e 

e dalle due equazioni segue 

I,=0 lj = 0. 

Rimane 

a^ = - 2j Af Q(^r » ^0 / cosm^X cos — X d\ 

r=oo 

6^ = - 2j ^r Q (wv j y) I cos m^X sen — X dX. 
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Sostituendo ad a^ , b^^ queste loro espressioni in (p), scambiando S^ con S, , 
e scrivendo opportunamente, troviamo 



w=/j|A»(ir/ cosm-XdX + - \ l cosm.Xcos — XdXcos — t 

+ B^ - 2j / sen ìUfl sen — - X dX sen — - tÌQ (m^ » w)» 
Confrontando questa espressione con (a), si conclude che dev'essere 



m=:co 



fli=r 



:r- / cosw-X dX + - /. / cosm.X cos — X dX cos — l = cos viri 

^CJ -e ^ e ~_ I ^c e e 

~ 7, I senm.X sen — X dX sen — 1 = senwi- ( , 



«i+i 



donde segue evidentemente, eguagliando i periodi dei due membri 



e , 



equazione che, in seguito alla fatta esclusione del caso che le m,. crescano propor- 
zionalmente ai numeri interi, è assurda, a meno che la serie non si riduca al ter 
mine r«'™o, perchè il periodo 2c varierebbe, secondo l'equazione in discorso, col- 
r indice r, variabile da termine a termine. 

Si vede così che nel caso che il filo sia omogeneo, non vi saranno altri moti 
periodici che eli elementari. 

Pavia, Giugno 1880. 
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SULL* KQUAZIONK DlFFKRES/JALIi ELLITTICA 



PER 



G. BATTAGLIMI 






L'oggetto di questa Nota si è di mostrare come un'equazione Tra tre variabili, 
quadratica rispetto a ciascuna di esse, i)uò rappresentare, con certe condizioni, un 
integrale particolare dell' equazione dilTerenziale ellittica a tre variabili, e Finte- 
graie generale deir equazione differenziale ellittica a due variabili, la terza varia- 
bile facendo le veci della costante arbitraria (*). 

Consideriamo una forma binaria mista , quadratica rispetto alle variabili 
05 = aCi : oc» , 2/ - 3/i : 2/2 , z = 2| : Zj , rappresentata simbolicamente da 

(i) 9(cc,y,z) = ((7|GC| + a,X2)* (bij/i+baj/i)* (c,5;,+CjZa)* = a^^ b\ c\ , 

le ombre (a, 6,0) avendo significato di quantità solo nelle combinazioni che costi- 
tuiscono i coefficienti dei diversi termini nello sviluppo algebrico di 9. Differen- 
ziando completamente l'equazione 9- si ha 

Ora posta l'equazione quadratica rispetto a i; = V| : i;^ 
cp(v) = (s,v, +Sai;2)* = s\ = 0, 
differenziando si ottiene 

I /dffl d^ \ 



(•) Cayley, An elementary Treatise on elUptic Functions, pag. 337 e seg. 

YOL. XIX 9 
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si ha inoltre successivamente 






8-i V, + (s, Sj f k)v^ = , (8, St - ft) 1^1 t s*2 Vj = , 



S I , H^ 8, 



8*1 , S| 8, + k 
B\8\-k , «V 

(indicando 8' ombra equivalente ad s) sicché 






+ &^=.Ì(88r + ** = (), 



quindi osservando che Tequazione 9(a5 , j/ , 2) = a*a.6-yC*, = è quadratica rispetto 
ad {x^ : Xi) , (y, : y,) , (2| : 2,), la sua equazione differenziale diverrà 



(2) (xdx) V (aay b\ h'\ c\ c'\ + {^ydy) v (/>6')» e*, c'\ a\ a'\ 

+ (zdz) \' {coYa^^a\ b\b'\ = 0. 

Le espressioni sottoposte al radicale sono i discriminanti di 9. considenita al- 
ternativamente come forma quadratica in (x, .* x^) , (y, : yj) 1 (^1 : 2*). 

Limitiamoci a considerare il caso in cui la forma <p sia simmetrica rispetto 
alle 03 , y , 2 ; le ombre a , 6 , e saranno allora permutabili fra loro ; quindi po- 
nendo simbolicamente 

e per brevità 

«i!/i"i— ^1 . 2/i2iaJ*+2i^i?/i't ac,y,J2:i=8j , y222X|+Zjajjyi+ac,y,5,=8s . aj,yjS,=84 , 

si troverà 

<P (aj , y , 5;) = (848, -h Sj8j + 8383 + S48J* = 8% , 

le ombre So8y,(i,; = l. 2, 3, 4), avendo significato di quantità solo nelle com- 
binazioni 8,- 8y che costituiscono i coefficienti 8,.y = S^,- nello sviluppo algebrico della 
forma quaternaria quadratica 8*, . 

Supponiamo la forma 9 tale che ciascuna delle tre espressioni sottoposte al 
radicale in (2) si decomponga nel prodotto di due forme biquadratiche , ognuna 
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contenente una sola delle variabili (a?, : ccj) , (y, : j/,) , (Z| : Zf); è chiaro che se 
ciò avviene per una di esse avrà luogo ancora per le altre due, poiché queste si 
ricavano dalla prima con un semplice scambio tra le variabili, ed uno scambio tra 
le ombre, il che lascia inalterati i coefficienti : supporremo adunque 

(3) (a<irb\b'\c\c\ = r^^f\ . ibbrc\c\a^,cr-^ = r,'r^, 

iccya*^a\b\b\ = r^'f\, 
ed allora l'equazione (-2) prenderà la forma dell'equazione differenziale ellittica 

(4) (^dx)^(ydy) ^_(zdz)^^Q 

"ir^ ^'1\ ^f\ ' 

Vedremo che data la (4) si può soddisfare alle condizioni (3), rimanendo con 
ciò pienamente determinati i dieci coefficienti 8,^- che entrano nell'espressione della 
forma cp ; l'equazione 9(a; , t/ , z) = sarà quindi un integrale particolare dell'equa- 
zione (4) y poiché non conterrà costante arbitraria : se poi una delle quantità 
oj = oci : acj , y = 1/^ : 2/2 j 2 = ^1 * ^2 » P^^ esempio quest'ultima , si riguarda come 
costante, l'equazione 9(x , y , z) = sarà l'integrale completo dell'equazione dif- 
ferenziale ellittica 

(5) (c^ {^^ 

essendo z = Zì: z^ la costante arbitraria. 

Viceversa se si vuole che l'equazione 9(05 , y , 2) = sia F integrale completo 
deir equazione differenziale ('2), nella supposizione di ;; costante, dovrà z scompa- 
rire dall'equazione 

(xdx) ^ ^fydy) ^ 



^/ (bby a\ a'\ cV'** ^^ (^a'/' b\ b'\ c\ c!\ 

il che non può accadere se non quando le condizioni (3) siano soddisfatto. 

Se si dà una rappresentazione geometrica alle formole precedenti, riguardando 
in generale v^v^ : v^ come la quantità che determina un elemento 1; in una forma 
geometrica di 1" specie (ad esempio una punteggiata) l'equazione 9 = ft*x^',^^'*z = ^ 
stabilirà una dipendenza fra gli elementi x.y,2, tale che, presi ad arbitrio due di 
essi, il terzo avrà due sole posizioni; se queste coincidono tra loro, la dipendenza 
fra i due primi elementi si otterrà eguagliando a zero una delle espressioni sotto- 
poste al radicale nell'equazione (2) ; finalmente se queste espressioni si decompon- 
gono in fattori nel modo sopra indicato , nella dipendenza di cui si tratta, preso 
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ad arbitrio il primo, o il secondo elemento, l'altro coinciderà sempre con uno qua- 
lunque dei quattro clementi v del gruppo determinato da /"*,; = 0. 
Essendo 

9 = [S|iKi!/|2i+St(2/i2ia;t+2|i»i!/2+«iyi2tHS3<'y,22X^+2ja52y|H X , 

se si pone simbolicamente 

S,r., + Sjr2 = Z, , Sj2, + 83^2 = 72 , 8321 + 8422 = 2,, 
onde 

Zii = Sh^S + 5S,22,5;2 4- 82*2*2 . , Z,2 = 8„J^^ + (8,3 + 822)2132 + 8232% , 

Z22 = 8,2^*1 + 28232,^1 + ^^,z\ , Z„ = S,,z\ + (Sn + 823)2122 4- 82,2*2 . 

233 = 8332*, 4- 283,2,22 + 8442% , Z2, = S232*. + (S24 + S3s)2|Za+'S3,r.»2, 

si avrà 



X* 



(6) 9 = [z,x,j/, + Z2(x,?/2 + i/i^i) + Z3X2y2] = •^35,aj2 



X 2 






^2t 



Z|2 » ^(Zia +Zj2) . Z23 j 



^It ' ^23 , 



ÙJ3 



il coefficiente dì ciascun termine essendo 1* elemento del determinante che corri- 
sponde alla linea ed alla colonna indicata dai fattori in x ed y. 
Ponendo ora 

F{v) = FoV*, + 4F,t)», V2 + 6F2V*,i;*2 + ^^^v^v^ -r F^v\ , . 

esprìmiamo che il discriminante di 9, considerata come forma quadratica in x, 
in 1/, si decomponga in F(y) F(2) , in F(x) F(z); si troveranno da principio le 
condizioni in 2 

Zt.Z22 ZS2 = F,F(2) , Z22Z33-ZS, = F4F(2), 
0) Z,,Z23-Z,2Z,3 = 2F,F(2) , Z3,Z,2-Z,3Z23 = 2F3F(2), 

Z.iZ» - Vn - ^(Z«Zn " Z«Z«) - 6F,F{z) , 
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nelle quali entrano i deteroiinantì minori di secondo ordine del determinante 

Z,| , Z,j , Z,3 

Z = Zj, , 1^1 , Zjs 

Zj, , Zja , Zas 

e quindi le relazioni fra le S,y e le F^ 

SuS,, - 8^2 = F-'o » S„Sj3 ~ S*23 = F^F^ . S33S44 - S*3| = F*4 , 

S,,Sjj — 8,28,3 = ?FoF, , S33S12 - 8,3823 - 2F(,Fj , 
Stinsi " SjsSti = ^F|F4 . 844823 - 821834 = 2F3F4 , 
^2*83, — S»2j + (8,4834 - 8,382^) -f- (8,2834 - 8238,, ) = 8F, F3 , 
^iSti - Si2^i4 + (S11823 - 8, ,822) + (811833 - 8*, 3) = 8F^ , 
SuSis — 8348,4 + (823834 - S24833) + (S22S44 — 8*24) = 8F*3 , 
(8) S„S33-S%3+5(S,2S23-S228,3)-6FoF2 , 82,S,,_8S4+2(82sS34-S33824)-6F2F4 , 
811S34 - 8,3 8,4 + (812S24 - S22 8,4) -f ^(8338,2 — 8,3823) = 12F,F2 , 
8,48,2 - 824 8,4 + (8,3834 - 833 8,4) 4- 5(822834 - 823844) = I2F2F3 , 
8nSu - S»,4 + 3(822833 - 8*23) + 6(8,2834 - 8238,4) = 36FS , 
nelle quali entrano i determinanti minori di secondo ordine del determinante 

8h I S|2 , 0,3 , 8,4 

821 » S22 , 823 , 824 
Sji j 832 , S33 , 834 
8*1 j 842 , S43 , 844 

Formiamo il determinante ad elementi reciproci del determinante Z, il quale 
sarà eguale a 7j^, e poi gli elementi reciproci' di quelli del determinante Z* ; indi- 
cando con I ed J Tinvariante quadratico, e Tinvariante cubico della forma biqun 
dratica F, e con H il suo Hessiano, sia ponendo 

I = 2(FoF4-4F,F3^3F'2) , J = 6(FoF2F4 + 2F,F2F3 - F'% - FoF^ - F^F4) . 
E{v) = HoV*, + 4H,t;»,V2 + 6H2i;*,v-2 + 4H3V,i;S + H4VS » 



8 = 
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in cui si ha 

H« = 2(F.F, - F*,) , H, = F„F, - F,F, , H, = F.F, - F.F, , II, ^ 2vF,F, - F',) 

3H, = F,F, + 2F,F, - 3F% , 
e ponendo inoltre 
(9) Z„Z„-Z„Z„ = ((o-R,)F(z), 

in cui b) dinota una quantità arbitraria, si troverà per le forinole (7) 
, F, . - 2F, , F, w 



= -2F(3)»(w»-il.o-Jj), 



Z* = F(3)> I - 2F, , 4F, + 2(0 , - 2F, 
I F, - w , - 2F, , Fo 
e per le note proprietà dei determinanti ad clementi reciproci si avrà 
ZZ„ = 2F(3)» (Ho + wF.) . ZZ„ = 2F(2)» 01. + wF.) , 

(10) ZZ„=2F(7.)»[Hjfi«F,+ (w« ^l)] , ZZ«.2F(z)»[h,«ioF,-1(u)»-Ìi)]. 

ZZ„ = 2F(z)*(H, + wF,) , ZZ,j = 2F(z)»(H, + wF,); 

quindi sostituendo per Z e le Z^^ le loro espressioni in (z, . z^) verrà 

S„z«, + 2S„z,Zt + S„z% _ S,aZ*, + (S„ + StQz.z, + S^z*» ^ 
Ho + wFo H, -I- wF, 



(II) 



S»zN+(SH+S„)r.,Zt+S,tZS ^ S„z«,+2SmZ,z,+S,, zS ^ 
H,+(oF,+((o*- 1 1) H,+wF,- l (.w»-i l) 

\/F(F) 



SM3S+(St,+SM)z,Zt +S„z»t ^ S„z\ f9S„z,z,+SuzS 
H,+wF, n,+ wF, 



v/-?,(co'-|lu.-ij) 



Punendo in (6) i valori (10) di l/j, l'equazione 9 = diverrà 



(12) 2a5,w, 



x\ 



y*. 2!/.!/» !/*! 

n„ + wF, . H, + toF, , Hj + wF, 

H, + wF, , Hj 4 wF, , IIj + wF, 

Hj + wF, , H, + «oF, , H* + wF, 



(w»-^l)(x,y,-i/,a5,)» = 0, 
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sia, posto 

(13) p:2V3:4e*x0*v[H(«) + a.F(«)] -^((o»-il)(ajy)* = 0. 

L'equazione (13). indipendentemente dalle condizioni (8), è l'integrale gene- 
rale dell'equazione difTerenziale ellittica 

(5) ("^jjg) 4. Jy^y) ^ 

VF({«) VF(y) 

essendo w la costante arbitraria. La prima parte di (13) eguagliata a zero, cioè 
r equazione 

stabilisce la relazione fra un elemento x, o pure y, ed i suoi elementi armonici 
di 2** grado y, o pure x, rispetto al gruppo dei quattro elementi determinati dal- 
l' equazione H(v) + wP(v) = 0. 

Fra gr integrali particolari deirequazione difTerenziale proposta (5), dati da (13) 

variando w, sono notevoli i due che corrispondono ad (o=± \/^I: allora l'equa- 
zione (13) si riduce a (14), e si vedrà facilmente che le due forme 

H(t;) + v|lF(i;):=p*,, ed Eiv) -\l llF{v) = q\, 

sono quelle che nel sistema sizigetico H(t7) + u)F(i;) hanno per Hessiano la forma 
stessa F(v), se si osserva che, per ogni valore di co. il discriminante di (13), con- 
siderata come forma quadratica in {x^ . Xj), o in (y, , y^), deve dare F(3/), o F(x), 
moltiplicata per una costante, e che per i due suddetti valori particolari di co ii 
discriminante di (li) non è che T Hessiano di H(j/) + wF(j/), o di Il(aj) + wF(x). 
Air equazione (13) potrà darsi, per mezzo di questi due integrali particolari, la forma 

/l +-^\ p^p%+ /l - -|^\ q^q%-(co« - J-l)(xy)» = 0. 

Sono notevoli anche gF integrali particolari che corrispondono ai tre valori di 
10 radici deirequazione 



U=-i(«»-iuo-^j) = 0. 



Digitized by 



Google 



)( 12 )( 

per ciascuno dei quali, come è noto, H(i;) + loF(v) è un quadrato esatto, di cui la 
radice è uno dei fattori del covariante T dì F, di 3® grado e di 6® ordine. 

Se nella dipendenza fra gli elementi x ed y espressa dalF equazione (13) si 
suppone che x ed y coincidono con l'elemento v, si avrà, qualunque sia w, l'equa- 
zione 

H(i;) + wF(i;) = 0. 
Cerchiamo ora se T equazione ^rr^O in (6) può essere un integrale di 

(4) (Qg^) ^ (3/_M + (-^^) = 

VF(x) VF(3/) VF(2) ' 

sia se vi è un sistema di valori dei coefficienti S/y che verificano le condizioni (8): 
per rendere più agevole il calcolo possiamo supporre che la forma ¥{v) sia ridotta ad 

F(r) = 4F,t;\Vj -f &F^v\v\ + i¥,x\v\ ; 

ponendo allora in (8) F© ^ 0, F^ -. 0, le nove equazioni del sistema che contengono 
Fo ed F4 saranno soddisfatte ponendo 

S*1J- 84,822 , S^„ = S,,Sg3 , 8*23=822838 , 8*24=822844 , 8*34=833844, 

e le altre sei daranno 



Ri _ i/ 8^ _ . / 822^ _ S22+ \^ 84,833 
R3 S33 S44 833 4-^827873 



(che equivialgono a due sole equazioni indipendenti), con altre tre equazioni, nelle 
quali posto, d'accordo con le formolo precedenti, 

8» _ 8,3 _ 833^ __ . Sj2^ _ 8t4 __ S44 _ , 

R%""R,R3-R*3-P ' RS'R.Ra RS ^' 

R% R,R3 RS ^PP ' 
verrà 



x/p'p'(B,R, vyp"-8„)-8, 



(R, p" + R3 p')(R. R3 V P' P" - Sh) - 15R. , 
(IR. R3 VTp^' + Sh)(R.R, VTp^ - 8,4) = 3GRS ; 
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da queste tre ultime equazioni sì deduce poi , posto \/ - l -. i , 

\/0RS-l6R,R, V9R«,-16R,R, 

onde 



tp'f" = 



V9R%- 16R,R3 



e con ciò i coefficienti S,-; resteranno pienamente deteraiinati. É presso che inutile 
avvertire che il inoltiphcatore t che affetta i valori di tutk* i cocITicienti S,.y non 
accenna ad alcuna impossibilità nella risoluzione del problema, poiché il i sparisce 
quando quei valori dei coefficienti si sostituiscono ncir equazione 9 = 0, 

Assicurata in tal modo la possibilità della coesistenza delle condizioni (8), per 
trovare i valori [generali dei coefficienti S,y di 9 che le verificano si procederà nel 
seguente modo. 

Osserviamo in primo luogo che l'integrale generale dell'equazione (5) essendo 
dato tanto da (13), che contiene la costante arbitraria to a secondo grado, quanto 
da 9 ~ in (6), (con i valori di S/y determinati da (8)), che contiene la costante 
arbitraria 2 = 2, : jz, anche a secondo grado, vi sarà tra w e .3 una relazione lineare : 
da un'altra parte è chiaro, per le formole (II), che a ciascun valore di io che an- 
nulla il deve corrispondere un valore di z che annulla F(j2), e di più, per la for- 
mola (9), al valore infinito di (o dovrà corrispondere anche un valore di z che annulla 
F(z): segue da ciò che indicando con X, [jl, v le radici di ii = 0, e con a=a, : a^, 
p = Pi : pj , Y = Yi • T2 » 8=-'5| : 6j le radici di F(z)=:0, si potrà supporre 

(20) ' ^ (zi) {zo) 

in cui X' . jjl' , v' sono costanti da determinare, ed in generale per due simboli qua- 
lunque p , 7 si è posto Pi^a -Pt7i = (P9)- Ora è noto, per la teoria delle forme 
binarie biquadratiche, che ponendo 

t = (pv)(a8) , m = (-ra)(p5) , n = (ap)(Y8), 

si ha 

1 1 1 

\-^{m-n) , |JL = g(n-t) , v = g(I-m), 

quindi ponendo nella prima delle suddette relazioni tra co e 2 (le quali naturalmente 

VCL. XIX 10 
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equivalgono ad una sola\ w=;jl, ::=? ; w- v, z-^; nella seconda w=v, 2=7 ; co=X, 
z=a; e nella terza (o=a, z=a ; oj-jjl. 2=^, ed osservando che X+/H-v=0, si troverà 

^'=-^(p5)(Y8) , ^'=-|(T5)(a5) . v'= - 1 (a5)(p8) , 
onde 
(15) „.X=_^(f«,c2)<Uj, „ |.,-^(,8,„8)|||. « „_t(.8XfS)glJ, 



e finalmente 



/F(z) 



v/-K"'-;--l') 



= 4 



(zsy 



\ ,\ (^S; (go) (v6; 



Ciò posto: rimpiazzando nelle equazioni (11) l'ultima frazione con la frazione 
equivalente per mezzo di (16), e poi facendo successivamente (o=X, 2=a; w ;jl , 
z=^; (o=v, 2-Y, si avranno per determinare i coelTicienti S,, ,S,j,Sjj. che en- 
trano nella prima delle frazioni- in (11), le equazioni 

S„«^ + 2S„a.«. + S„aS = 4 ^^^^:^^ (H. + XFJ 



S..P', + 2S„p,?, + S„fS = 4-j 



m* 



(t8)* 



(Ho + itFo) 



SnTf», + 2S„T,T. + S„T« = 4 (^^(^^^ («• + vF.); 



da queste equazioni, osservando clie 

a*, , «,«» , a\ 

lf*f . TiYt . yS 



= -(pY)(-r«)(«?). 



{ (p-r) (T«) («P) (««) (P8) (t8) = V 2R = >/ ? (P - 6J«) , 
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(in cui R è il discriminante della forma F), e ponendo 

l («8) p,Yi + w» (PS) Ti»! + »' (T^>) a.Pi = P» ^/'2R , 
' (a8) (p4T, + TiPi) + wi (^S) (Y,a, + a,^,) + w (70) (a,p, + p,ot,) = P„ V"2R 

(11) _ 

l(m - V) (aS) p^Yi + w('i - ') (?^) Yi^i + '* (^ - ^i) ^T^) «iPi = ^>Qii "^ '^R 
/ (?7i - lì) (a5) (p,Y^ + Y^p^) + m (/i. - (pò 1 (Y^a^ + a,Yj) + 

n (I - m) (y6) (a,pt + p.^O = 6Q, ^ \/"2R 

l (ni. - u) (aS) p,Y2 + "* ('» - (p3) Yi^j + n (l - m) (yS) a^p, = GQ^^^^ V"2R , 
si dedurrà 

S,. = -(P„Ho+OnFo) . 5S„ = P„Ho + Q.2Fo , S„ --= - (P„H, + Q^Po)- 

Operamio allo stesso modo sulle altre frazioni in (11), (ponendo invece della 
terza e della quarta T altra frazione equivalente che si ottiene aggiungendo ai ter- 
mini della prima di esse il doppio dei termini della seconda) si otterrà il seguente 
sistema di equazioni per determinare immediatamente i coefficienti S,y : 

Sn=-(P2A4-Q»,Fo) » 2S,,=P„H,+Q,,F, , S2,= -(P„Ho+Q,.Fo)., 
S,,— (P«H,+Q„F,) , S,3+S„=P,,H,+Q,,F, , S„=-(I>,.H.+Q„F,) 

(18) |(S„+2S„)=-(P„H,+Q22Fo.) , ^(Su+5S„)=P„H,+Q,,F„ 

5(Su + 2S33) = -(P„H, + Q,.F,), 

S25=-(P2tH3+Q22F,) , S,,+S33=P«H,-FQ«F3 . S3,=-(P„H3Ì^Q„F3) , 
S33=-(P„H,+Q„F,) , •2S34=P.,H,+Q«F4 , S,4=-(P|,H4+Qi.F*). 

É chiaro, per la stabilita coesistenza delle condizioni (8), che le diverse espres- 
sioni ricavate da (18) per uno stesso coefficiente S,.y debbono essere fra loro equi- 
valenti. 

Adunque l'equazione 9 = 0, con i \alori dei coefficienti S^y dedotti da (18), 
sarà un integrale particolare dell* equazione differenziale ellittica (4). 

Il problema della determinazione dei coefficienti S^y ammette quattro soluzioni, 
secondo la radice di F{z) = 0, che si fa corrispondere al valore infinito di w. Le 
formole (18; diventano illusorie quando R = 0, ma allora F(i;) avendo un elemento 
doppio, r equazione (4) non è più un* equazione differenziale ellittica. 

Roma, Dicembre 1819. 
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ALCUNE OSSERVAZIONI SULLE FUNZIONI PUNTEGGIATE DISCONTINUE 



PBR 



VITO VOLTERRA 



AUioTO della R. Scuola Normale Superiore di Pisa. 



I. 

Il Prof. Dini chiama funzioni infinile volte diaconlinue ed Hankel fkirìzioUf 
llnearmenle discontinue quelle funzioni defluite in un certo intervallo che in esso 
hanno un numero infinito di discontinuità i*), chiama poi Hankel fiuìzioni pun- 
leggiate disconlimLe quelle funzioni linearmente discontinue tali, che in ogni por- 
zione dell'intervallo in cui sono definite, si possono trovare dei punti in cui sono 
continue (**). 

Mediante il principio della condensazione delle singolarità (***) Hankel 
venne a costruire delle funzioni (che hanno una espressione analitica) le quali sono 
continue in tutti i punti irrazionali e discontinue in tutti i punti razionali dì un 
certo intervallo, tantoché possono aversi delle funzioni definite in un certo inter- 
vallo, tali che in ogni porzione di esso è possibile trovare dei punti in cui sono 
continue e dei punti in cui sono discontinue. 

Riguardo a queste funzioni può enunciarsi il seguente teorema ; 

Se una funzione punteggiala discontinua animelle in ogni porzione dell' in- 



(*) Untersnchungen iiber die oscillirenden und unsletigen Funciionen von Dr. Her- 
mann Hankel pag. 23. Fondamenti perla Teorica delle funzioni di variabili reali 
per il Prof. Ulisse Dini pag. 62, 

(••) Vedi Hankel op, cit. pag. 25. 
» Dini op. cit. pag. 62. 

(***) Il principio della condensazione delle singolarità dovuto ad Hankel (Vedi 
Hankel op. oit. pag. 15) venne reso completo e rigoroso dal Prof. Dini (Vedi Dini 
op. cit. pag. 117 e seguenti). 
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lervallo in cui è definita dei punii di disconlinuilà , non può esistere tin' altra 
finizione punteggiata disconlinun, la quale sia continua nei punti in cui la prima 
è disconlinva e sia discontinua nei punti in cui la prima è continua. 

Infatti due punteggiate discontinue f(x) e 9(x) definite in un dato intervallo 
devono avere in ciascuna porzione deir intervallo dei punti in cui ambedue sono 
continue. 

Sia (a^ì r intervallo in cui ambedue le funzioni f(x) e (f(x) sono definite, per- 
chè sono punteggiate discontinue si avrà che presa una porzione arbitraria (ab) 
deir intervallo stesso, e fissato un numero arbitrariamente piccolo a, dovrà trovarsi 
un intervallo (a, ò|) in (ah) in tutti i punti del quale la f(x) fa dei salti minori di a, 
ed entro (a, ò^) potrà trovarsi un intervallo (a/ b^) in tutti i punti del quale la (p(cc) 
fa essa pure salti minori di tf. Entro (a/ 6,') potrà poi trovarsi un intervallo (a^ 6,) 

in cui la f(x) fa salti minori di -, e dentro questo uno (a^' b^') in cui la <f(x) 

fa essa pure salti minori di -. Cosi proseguendo si trova che deve sempre trovarsi 

un intervallo (a,/ò^') in tutti i punti del quale ambedue le funzioni f(x) e <f(x) 

fanno salii minori di 5^, n essendo tanto grande quanto si vuole. I punti a'^6'„ 

dico vanno avvicinandosi iudefinitamente col crescere indefinito di n. Infatti se ciò 
non fosse dovrebbe trovarsi un certo tratto in tutti i punti del quale le due fun- 
zioni f(x) e <p(ac) sono ambedue continue il che è* contro le ipotesi fatte. Poiché i 
punti a'„ò'^ vanno indefinitamente avvicinandosi, si scorge come deve esistere un 
punto A in cui ambedue le funzioni sono continue come volevasi dimostrare. 

Poiché dunque si hanno delle funzioni continue in tutti i punti irrazionali e 
discontinue nei razionali, sarà impossibile trovare una funzione che sia discontinua 
in tutti i punti irrazionali e continua nei razionali. In questo caso può asserirsi 
ancora di più, cioè, che se una funzione è discouUnua in tulli i punti irrazio- 
nali di un dato inlervallOy essa deve essere totalmente discontinua in qucW in- 
tervallo (•). 

Questa proprietà dei due gruppi di punti razionali e irrazionali può esteitdorsi 
ancora ad altri infiniti gruppi di punti mediante il seguente teorema generale : 

Se costruendo successivamente nell'intervallo (ab) igruppi di punii P,,P, P,„ 

di prima specie in numero infinito l* insieme dei punti c/ie si ottiene costituisce 
un gruppo Q tale die questi punti si trovano t'i ogni porzione delVinlarvallo (ab) 
1*) dovranno trovarsi in ogni porzione dctCintervatlo dei punti cke non 
appartengono al gruppo Q. 



(•) Vedi Hankel op. cit, pag. 89. 
9 Dini op. cit. pag. 62. 
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2^) potrà costruirsi una funzione discontinua nel gruppo Q e continua in 
in tulli gli altri punti R dell' intervallo (ab). 

3°) qualunque funzione disconlinua in tutti i punti del gruppo R dovrà 
essere totalmente discontinua in (ab). 

Formiamo una funzione f{x) entro (ab) così definita nel gruppo Q : prendiarao 
uno qualunque dei gruppi P„j componenti, sia n„ il suo grado ; nei punti del suo 
^esimo gruppo derivato che appartengono allo stesso gruppo P,„, e non fanno parte 
di nessuno dei gruppi P, ... P,„., , sia la f{x} eguale a a'" (e < i); in ciascuno dei 
punti deli'(^^" i)esimo gruppo derivato, che fanno parte del gruppo P,^ e non dei 
gruppi P, ... P„j..i, esclusi i punti del gruppo derivato n«»™° , sia la f(x) eguale a 
G^lì , Il essendo la distanza al punto d< irn«»''»^ gruppo derivato che è più vicino ; 
in ogni punto deir(n - 2)®»»°« gruppo derivato che appartiene al gruppo P,^ esclusi 
i punti che fanno parte dell' (u- i)o8imo gruppo derivato e dei gruppi PiPt-Pn-i 
sia eguale a /.g"*, k essendo la distanza al più vicino dei punti dell' (h I)®»»"»® gruppo 
derivato e così di seguito. 

In tutti i punti che non appartengono al gruppo Q la funzione sia zero. 

11 limite dei valori della funzione f{x) a destra e a sinistra di un punto arbi- 
trario /> è 0. Infatti preso un intorno (]>-£, p + s) di questo punto, tale che nel 
suo interno non si trovino punti appartenenti agii ultimi gruppi derivati dei gruppi 
P, . Pj ... P,^ (il punto p al più escluso) avremo che i valori della funzione neir in- 
tervallo {p - e , p -I s) (il punto p al più escluso) saranno inferiori al più grande 
dei due numeri ga e a'". 

La funzione f{x) è dunque infinite volte discontinua, e le discontinuità si tro* 
\ eranno in ognuno dei punti del gruppo <J ; ma le discontinuità della nostra fun- 
zione sono di prima specie, dunque essa sarà una punteggiata discontinua (*) e 
quindi in ogni intervallo dovranno trovarsi dei punti in cui essa è continua, cioè 
dei punti che non appartengono al jjruppo Q. ma appartengono invece al gruppo 
R. Reciprocamente in ogni punto del gruppo R la funzione è continua perchè nei 
punti R la funzione è 0. 

Dimostriamo che una funzione discontinua nel gruppo R è totalmente discon- 
tinua Infatti supponiamo che esista una funzione ^(x) discontinua in R e continua 
in una porzione Q| del gruppo Q. mentre nell'altra porzione Q^ è discontinua. Pren- 
diamo la funzione ^{x) eguale alla f{x) nei punti del ijruppo Q, , eguale a in 
tutti gli altri punti. Questa funzione sarà continua in tutti i punti dei gruppi R e 
Q, , essa poi resterà discontinua nei punti del gruppo Q,. Ne segue che le due fun- 
zioni (p(.c) e ^ix) uon possono coesistere e quindi l'ipotesi della esistenza della (p(x) 
è assurda. 

Deriva subito di qui come caso particolare che una funzione discontinua nei 
punti irrazionali è totalmente discontinua perchè i punti razionali di un intervallo 



(•) Vedi Bini op. cit. pag. 201. 
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si possono ottenere prendendo i punti di divisione che vi hanno dal dividere suc- 
cessivamente in 2, 3, 4, ... 7/, .. parti eguali T intervallo. 

Dai teoremi enunciati può dedursi il seguente : 

Se una funzione finita e continua defiiiila in un certo intervallo , non ha 
traili d'invariabilità devono sempre esistere in qua' unq ne j)orzione delV intervallo 
slesso dei punti irrazionali a cui corrispondono valori irraziona\i della funzione. 

Infatti sia (^{x) una funzione finita continua e senza alcun tratto d* invariabi- 
lità, essa dovrà assumere valori razionali e irrazionali in qualunque porzione del- 
l' intervallo in cui è definita. 

Suppongasi che assuma nei punti irrazionali soltanto valori razionali; dovrà 
evidentemente esistere un gruppo A di punti razionali esistenti in qualunque por- 
zione dell'intervallo, in cui la funzione assume valori irrazionali. Prendiamo a con- 
siderare una funzione /"«x), continua pei valori irrazionali e discontinua pei valori 
razionali di x, definita fra il massimo e il minimo valore della 9(x). La, funzione 
f[^{x)] è evidentemente discontinua per tutti i valori irrazionali della x e conti- 
nua nel gruppo di punti razionali B il che è assurdo. 

Dal primo dei teoremi enunciati può dedursi subito che la somma o il pro- 
dotto di un numero finito di funzioni punlegqiale discontinue di cui i valori si 
mantengono lutti inferiori a un certo numero finito non può esnere una funzione 
totalmente discontinua. 

Infatti più punte*:giate discontinue definite in uno stesso intervallo hanno in 
ciascuna porzione dell* intervallo stesso dei punti in cui sono tutte continue, e quindi 
in cui anche la somma è contìnua. 

Si può poi enunciare il teorema : 

Una serie convergente in egual grado semplicemente (*) di cui tutti i termini 
sono funzioni punteggiale discontinue non può essere a/ia funzione totalmente 
discontinua^ 

Sia 

D = Wi -I- Wj -f . . . + M» -h R„ 

una serie convergente in egual grado semplicemente nell'intervallo (a^), e sieno 
i diversi termini nello stesso intervallo funzioni punteggiate discontinue. 



{•; Le serie convergenti in egual grado aempliceraente vennero definite dal Pro- 
fessore Dini nelTop. cit. a pag. 103. Di queste serie non convergenti in egual grado 
assolutamente cito un esempio poiché, a quanto so, non crelo se ne conoscano. 

La serie definita per tatti i valori della os da a 1 (1 escluso) da 

e nel punto 1 da una serie convergente arbitraria af-ha^i- .. -fa^-f ,.., è conver- 
gente in egual grado semplicemente senza esserlo assolutamente. 
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Fissato un numero arbitrariamente piccolo o potremo trovare un valore y1| di 
n per cui R„^ risulta minore di -i in qualunque punto dell' intervallo (ag). D'al- 
tronde perchè le ia, , n, , u„^ sono punteggiate discontinue anche la 

loro somma w^ 4- «, + . . . + w», risulterà una punteg^iiata discontinua e quindi 

a\remo che in una porzione qualunque dell* intervallo (a^) potrà trovarsi un altro 
intervallo in tutti i punti del quale i salti della somma u, + u, + ... + u„^ saranno 

minori di r ; in questo intervallo i salti della R^, non potranno superare ^, e quindi 

i salti di U, 0. Ne segue che la U è una punteggiata discontinua. 

Si riconosce facilmente come il teorema enunciato può estendersi a tutte le 
serie gcnenilmcnle convergenti in e^ual grado semplicemente, e a tutte quelle tali, 
che esclusi degli intervalli di cui la somma è tanto piccola quanto si vuole, nei ri- 
manenti risultano convergenti in egual grado semplicemente. 

IL 

Passiamo a considerare la integrazione delle funzioni punteggiate discontinue, 
le quali sono le uniche funzioni che possono essere atte alla integrazione. 

Hankel ha cercato di dimostrare che ogni funzione punteggiata discontinua 
definita in un dato intervallo è in quell'intervallo atta alla integrazione (*). 

Il Prof. Diui ha riconosciuto che la dimostrazione di Hankel non è rigo- 
rosa (**) ; a questo proposito può citarsi un esempio di una funzione punteggiata 
discontinua (la quale ha anche una espressione analitica) che in un dato intervallo 
non è atta alla integrazione. 

Costruiamo nell'intervallo da a 1 un gruppo infinito di punti «/,«,', a/.. .a„'... 
ognuno situato alla sinistra dei precedenti che abbia per unico punto limite il 

punto 0, tale che il punto a,' sia 1 - p e le distanze fra i punti consecutivi 

(oii «a') > (^1 ^s') • • • («#/ ^'n-n) • • • • vadano sempre decrescendo e sieno tutte mi- 
nori di (la/). A sinistra di ciascuno di questi punti ol^' si separi un intervallo 

1 
(Van,/') eguale a S4 dell'intervallo (a,/a'„^,) e si costruisca un gruppo di punti 

a^ ,",«,12",. ..,a„ ,„",... che abbiano per unico punto limite il punto a'„+| e le distanze 
fra i punti consecutivi (a„,," a„^,") , {a^fa^^,") . . . {aL\^^a\^^,,) vadano sempre 
decrescendo e sieno tutte minori di (a'„a"„^,). Supponiamo di più che le diverse 



(*) Vedi Hankel op. cit. pag. 81. 
(••; Vedi Di ni op. cit. pag. 250. 
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divisioni cosi formate entro i varii intervalli a'^a'^^, sieno tutte simili. A sinistra 
di ciascuno dei punti a"„„, si separi un intervallo («"«,0» «"'«,0,1) aguale a ^ del- 
l'intervallo OL''„^ni^\fn+i e Si costruisca un gruppo di punti a'\^^ «"'«,,„,»•••*'"«,»»,?••• 
che abbiano per unico punto limite oL'^'n.m+ì ^^^^ ^^^ ^^ distanze fra i punti conse- 
cutivi (a'^^^^.a'V,^) (*'\i«.»«^.in,»)--- («'V,p «^^^^^ ^^^^"^ ^^^P^^ ^®- 
crescendo e sieno tutte iiiferiori a (a!'„^^ a"n,fii.i)- Supponiamo che tutte le divisioni 

fatte entro gli intervalli (a"^^« a'"„^„^,) sieno tutte simili fra loro. Si continui inde- 
finitamente nella stessa guisa. 

Consideriamo il gruppo di punti formato da tutti i punti che cosi vengono a 
costruirsi e da tutti i loro punti limiti. Tutti i punti compresi entro T intervallo 

(a', 0) sono tali che le distanze fra due consecutivi sono minori di ^ ; tutte le di- 
stanze fra i punti consecutivi compresi entro gli intervalli (a"„ , ^'n+0 sono minori 
dì ^ ; quelle fra punti consecutivi compresi entro gli intervalli (a'"n,m,i ^"n,m+i) sono 

minori di p , e cosi di seguito . Se ne conclude che chiamando s^ la somma delle 

distanze fra punti consecutivi maggiori eguali a ^ si ha : 



Si<(Ja',) + 21(a'„a\,)<22 + Ì<3 



«8 < (1 a'i) + 2 (a « a"i»,f) + 2 (*"n.« <^n,m.i) < |a + ^ + ^ < 



In generale si ha che, qualunque sia h, s^ < ^. Se ne deduce che supposto di 

aver diviso 1* intervallo in 2^^ parti eguali, la somma degli intervalli che contengono 

2 
punti del gruppo è niaggiore di ^. Infatti la somma di tutti gli intervalli che non 

contengono punti del gruppo è evidentemente minore della somma delle distanze 

fra punti consecutivi maggiori di ^, ma questa somma è sempre minore di r-, 

dunque la somma degli intervalli che contengono punti del gruppo è maggiore di 

2 

^. Un'altra proprietà si riscontra immediatamente in questo gruppo di punti, cioè, 
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presa una porzione qualunque dell* intervallo (0 1) in essa si può trovare un altro 
intervallo in cui mancano punti del gruppo. Infatti se la porzione d* intervallo è 

maggiore di ^^n7l)7« ^^^^ ^^ ^^^^ trovarsi o nessun punto del gruppo o un punto 

a^^^ in cui p < n e quindi a sinistra di questo un intervallo senza alcun punto del 
gruppo. 

Ciò premesso consideriamo una funzione che abbia il valore in tutti i punti 
del gruppo e in tutti i punti limiti, ed il valore 1 in tutti gli altri punti. Questa 
funzione è una punteggiata discontinua, perche., preso un intervallo qualunque, 
entro di esso si può trovarne un'altra in cui mancano punti del gruppo; in un 
punto interno qualunque di questo intervallo la funzione è continua. É poi evidente 
che in tutti i punti del gruppo e in tutti i punti limiti la funzione è discontinua 
ed i salti che essa fa in quei punti sono eguali a 1. Poiché dunque i punti del 
gruppo non soiio rinchiudibili in intervalli di cui la somma è tanto piccola quanto 
si vuole, cosi ne risulta, che la funzione non è atta alla integrazione. 

La funzione ora considerata ha una espressione analitica. Infatti può definirsi 
fra e 1 una funzione in modo che in tutti i punti del gruppo e in tutti i suoi 
punti limiti sia eguale a ; preso poi un altro punto qualunque x che non appar- 
tenga al gruppo né sia uno dei suoi punti limiti si potrà trovare un intorno (AB) 
di esso in cui non esistono punti del gruppo ed A e B sieno o punti, o punti li- 
miti del gruppo ; se nel punto x alla funzione diamo per valore la minima delle 

due distanze xA , xB e quando è nel punto di mezzo di (AB) , il valore ^ (A>B), la 

funzione <f{x) che cosi si viene a definire risulta continua e quindi ha una espres- 
sione analitica. Si vede subito che il massimo valore che potrà avere la funzione 

sarà g. Ora la serie : 

y + 2/(1 -2/)* + y(i -y)'+ • . • +y(i -yr+ • • . 

è eguale a 1 per y compreso fra e 1 (0 escluso) ed è per y=^Q9 ne segue 
che la funzione : 

^(05) = (f{x) + 9(x) [1 - ?(a(5)]* + ?(a5) [l - 9(05)]» + . . . + <p(x) [l - 9(0;)]'* + . . . 

la quale cosi viene ad avere una espressione analitica, è nei punti del gruppo ed 
ò 1 in tutti gli altri punti. 

Con processi analoghi si potrebbero costruire altre funzioni punteggiate di- 
scontinue non atte alla integrazione. 

Enunciamo alcune proprietà riguardo alla integrazione delle funzioni punteg* 
giate discontinue. 

Quando si prenda come salto di una funzione in un punto in cui essa è con- 
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tinua lo zero e si chiami funzione dei salii corrispondente ad una funzione defi- 
nita in un certo intervallo, una funzione che in ciascun punto abbia per valore il 
salto della funzione in quel punto ; funzione dei salii di deslra o di sinistra una 
funzione che abbia per valore in ogni punto il salto di destra o di sinistra della 
funzione in quel punto si può riconoscere subito che : 

Una funzione punleggiata disconlinua e la corrispondente funzione dei salti 
sono non sono alte alla integrazione insieme (*). 

Infatti il salto di una funzione punteggiata discontinua f(x) in un punto qua- 
lunque a dell'intervallo in cui è defluita, è lo stesso di quello della corrispondente 
funzione dei salti (f{x) nello stesso punto, perchè in intorni comunque piccoli di a 
non si possono trovare dei salti della funzione f(x) che superino di una data quan- 
tità finita il numero 2a, a essendo il salto che la funzione fa in a; d'altronde 
nelle vicinanze di a si hanno tanti punti quanti se ne vogliono in cui il valore del 
salto della f(x) è lo zero, dunque la funzione 9(x) in a ha un salto eguale a a. 
Ne segue che se i salti della funzione f{x) maggiori di un certo numero arbitra- 
riamente piccolo sono rinchiudibili in un numero finito di intervalli di cui la somma 
è tanto piccola quanto si vuole lo stesso avverrà per la f(x) e reciprocamente. 

Si deduce di qui che se una funzione punteggiata disconlinua è alta alla 
integrazione saranno pure atte alla integrazione, le corrispondenti funzioni dei 
salti di destra e di sinistra, reciprocamente può dimostrarsi che se la funzione 
dei salti di destra o quella dd salti di sinistra corrispondente a una funzione 
punteggiala discontinua è alla alla integrazione, anche questa funzione è atta 
alla integrazione. 

La dimostrazione di questo teorema si fa in un modo del tutto analogo a quello 
seguito dal Prof. Di ni a pag. 246 della di lui opera già citata. 

Se la funzione dei salti di sinistra ò atta alla integrazione evidentemente po- 
tranno escludersi con un numero finito di intervalli di cui la somma è tanto pic- 
cola quanto si vuole i punti in cui i salti di sinistra sono maggiori di un numero 

arbitrariamente piccolo ^. Consideriamo in uno degli intervalli rimanenti (ab) la 

punteggiata discontinua data. Neil* intervallo (a , afe), in cui £ è un numero arbitra- 
riamente piccolo possiamo trovare un punto X| di continuità della funzione, e quindi 
potremo formare il massimo intervallo (X|2/i) entro cui i salti della funzione si man- 
tengono minori eguali a o; entro Fiiftervallo fj/iit/i 4-^6) possiamo trovare un 

punto Xf di continuità della funzione, potremo poi formare il massimo intervallo 
(^i2/i) entro il quale i salti della funzione sono minori o eguali a o; entro Tin- 



O É evidente che questa proprietà non può valere per le funzioni totalmente 
discontinue. 
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tervallo (y^ > 2/« + «i s j possiamo trovare un punto x^ di continuità, quindi formare 

il massimo intervallo (x^ y^) in cui la funzione fa salti minori o eguali a a . e cosi 
di se«^uito. Se non si raggiunge il punto 6 dopo aver formato un numero finito di 
intervalli, i punti x^Xi^.^Xn-' ammetteranno un punto limite e rispetto al quale 
essi sono tutti situati a sinistra. Ne segue che in intorni a sinistra arbitrariamente 
piccoli di e si possono trovare tanti punti quanti se ne vogliono in cui i salti della 

funzione sono maggiori di o, dunque il salto a sinistra di e sarebbe ^ o maggiore 

di r il che è assurdo. I punti x, Xj ... 20,» ... devono dunque essere in numero fi- 

nito. Se ne deduce che in ciascuno degli intervalli {ab) i punti in cui i salti sono 
maggiori di si possono includere negli intervalli (a , x,) , (i/iX,^ ... (y»-, xj ... 
in numero finito di cui la somma è tanto piccola quanto si vuole perchè è inferiore 
a 2s. Dunque la funzione proposta è atta alla integrazione. 

Da questo teorema può dedursi : 

Se i salti di destra di sinistra di una funzione punteggiala discontinua 
coli' avvicinarsi da una stessa paiate a tutti i punti delV intervallo in cui la fan- 
zione è definita, decrescono indefinilamenle la funzione è alla alla integrazione. 

Infatti se si veriflca questa condizione la funzione dei salti di destra di si- 
nistra viene ad ammettere da una stessa parte discontinuità di prima specie sol- 
tanto ed è quindi atta alla integrazione (*). 

Dal teorema prima enunciato può dedursi un* altra conseguenza. Dimostriamo 
prima che se una funzione è tale che possono rinchiudersi in intervalli di cui la 
somma è tanto piccola quanto si vuole i punti in cui i salti a destra , oppure 
quelli a sinistra sono lìiaggiori di a (0 essendo un numero piccolo ad arbitrio) 
la funzione è una punteggiata discontinua, è generalmente continua. 

Sia f{x) la funzione in quistione definita nell'intervallo (a^), e supponiamo 
che i salti a destra maggiori di a siano rinchiudibili in intervalli di cui la somma 
sia tanto piccola quanto si vuole. Preso dell* intervallo (a^) una porzione arbitraria 
(ab) in essa esisterà sempre un punto a^ (che non coincide cogli estremi) in cui 

il salto a destra sarà minore di - perchè la somma degli intervalli in cui il salto 

a destra è maggiore di ^ potendosi rendere tanto piccola quanto si vuole, si potrà 
anche rendere minore di {ab) ; quindi si scorge che non tutti i punti interni ad 
{ab) possono avere salti a destra maggiori di ^. Poiché dunque deve esìstere un 

punto a in cui il salto a destra è minore di - dovrà esistere un intorno a destra 



(*) Vedi Di ni op. cit. pag. 246. 
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(a, 6,) di questo punto che può prendersi minore di ,j(aò) e tutto contenuto in (06) 

in cui l'oscillazione della funzione è minore di 0. Entro (a, 6|) si può determi- 
nare un punto «2 che non coincide cogli estremi in cui il salto a destra sia minore 

di 7 e quindi un intervallo 

4 

tutto interno ad {a^ 6|) in cui 1* oscillazione della funzione sia minore di ^ e cosi 

seguitando si potrà trovare un intervallo (a^^ òj < -^ (ab) situato internamente agli 
intervalli precedentemente costruiti in cui T oscillazione della funzione è minore 

di 2^. 

Poiché i punti a^ e b^ vanno indefinitamente avvicinandosi, cosi dovrà esistere 
un punto m compreso sempre fra a^ e b^ nei cui intorni le oscillazioni delle fun- 
zioni sono tanto piccole quanto si vuole e in cui quindi la funzione è continua. 

Si deduce dunque : 

Se una funzione è tale che possono rinchiudersi in un numero finito (Tin- 
iervalliy dt cui la somma è tanto piccola quanto si vuole^ tutti i punti in cui i 
salti a destra a sinistra sono maggiori di a (a essendo tanto piccola quanto si 
vuole)y la funzione è atta alla integrazione. 

L'esempio citato innanzi di una funzione punteggiata discontinua non atta alla 
integrazione, mostra che se due funzioni /*(a)), definita neir intervallo (ab) , e (f{x), 
definita fra Lei, rispettivamente limiti superiore e inferiore di f{x) in (ab)f sono 
atte alla integrazione , la funzione 

*(aJ) = f[9(a5)], 

definita fra a e 6 può non esserlo anche se la <f(x) fosse continua e la f(x) es- 
sendo discontinua fosse generalmente continua, però se la f (x) è continua e la 
f(x) è atta alla integrazione la ^{\) lo è pure. 

Questo teorema non è altro che un caso particolare di uno enunciato del si- 
gnor Du Bois Reymond (*). 

Un altro caso in cui la d/(x) risulta atta alla integrazione si ha quando la 
f (x) è generalmente discontinua e la ?(x) non ha che un numero finito di csoil- 
laztoni. 



(*) Matematische Annalen XVI Band October 1879. 
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Se la <f(x) neir intervallo (ab) in cui è definita non compie che un numero fi- 
nito di oscillazioni potremo dividere Fintervallo stesso negli altri (af»,) , (mi m^) ... 
'.'{nif^b) in numero finito in ciascuno dei quali la Tunzione si mantiene sempre 
crescente o sempre decrescente. Poiché la f{x) è continua, generalmente sarà 
finito il numero dei valori di x in cui capitano le discontinuità della funzione stessa, 
potremo dunque dividere ciascuno degli intervalli ('nlf.mf^^^) in un numero finito d'in- 
tervalli (wi^oc'ft) , (x\xi^") ... (X/t^"^ mjt+i) in modo che in nessuno dei punti interni 
ad essi la (f(x) possa prendere nessuno dei valori di x per cui la f{x) risulta di- 
scontinua. Esclusi dunque i punti nif. e i punti cc/^^**^ che sono in numero finito con 
intorni arbitrariamente piccoli, negli intervalli rimanenti la ^(x) per il teorema 
enunciato precedentemente risulta atta alla integrazione, poiché in questi intervalli 
la f(x) è continua, di più sappiamo che la <f(x) é atta alla integrazione neir inter- 
vallo (ab) perché essa compie in questo intervallo solo un numero finito, di oscil- 
lazioni (*), se ne conclude che la ^{x) é atta alla integrazione in tutto l'inter- 
vallo (ab) come volevasi dimostrare. 

Pisa, Febbraio 1880. 



(*} Vedi Di ni op. cit. pag. 249. 
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SOPRA UN PROBLEMA DI PARTIZIONE 
IN RELAZIONE ALLA TEORIA DELLE FORME ALGEBRICHE 



PBR 



ALFREDO CAPELLI 



X , y t z , . . . , t / la forma n*^ più generale ad n serie di 
variabili x ^y ^ z , ... ^ tj cioè omogenea e di grado m' nelle x^ , se, , . . . , a;„ , 
omogenea e di grado m" nelle 2/i » 2/» , ... j i/» » e cosi via. Operando su di essa 
in tutti i modi possibili con operazioni del tipo 

d d d 

eseguite fra due serie di variabili $ ed >j, e che noi designeremo brevemente con 
D^^ se ne ricava una moltitudine di forme covarianti o derivate, che saranno an- 
cora dello stesso grado di f rispetto a ciascuna serie di variabili, p. e. rispetto 
alla serie x, se il numero di volte che furono eseguite in un ordine qualunque ope- 
razioni del tipo Daj^ è uguale a quello che furono eseguite operazioni del tipo D^jg. 
Tale sarebbe p. e. la forma ottenuta da f per mezzo della operazione : 

yx ^xy ^yz ^xy ^zx + ^xy ^yz ^zt ^tx ' 

Fra le forme di numero illimitato cosi ottenute o che noi chiameremo derivate omo- 
genee ad f si può sempre trovarne fuori certe, in numero finito, fra le quali non 
abbia luogo alcuna relazione lineare e per mezzo delle quali si possano esprimere 
linearmente tutte le altre. Il loro numero, oltreché finito, deve anche essere una 
funzione affatto determinata dei gradi m' , m" , . . . , m^^^ a cui figurano in f le 
diverse serie di variabili, funzione che noi vogliamo designare con 1c(m^m",...,m(")). 
Questo numero cosi definito algebricamente può anche venir definito in modo 
puramente aritmetico ; esso è uguale al numero dei modi distinti secondo cui pos- 
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sono determinarsi n* numeri interi e positivi (anche nulli) 



*21 






per i quali la somma degli elementi della i®*^™* linea orizzontale e della i^^^ li- 
nea verticale sia eguale ad m^^. Cioè dev'essere qualunque siano t ed j: 

aa + a»2+ • • ' +a^n = m<*) 

aii + a2i+ • • • +a«j-wiW. 
La differenza: 

Tt (m' , m" , . . . , m(«)) -Tt(m' - 1 , m" ~ 1 , . . . , m^*) - !) 

ha del pari un significato algebrico assai importante. Infatti se chiamiamo ?i,?2)Vs9 ••* 
quelle derivate di f che contengono al più sole n - 1 serie di variabili, quale sa- 
rebbe p. e. la forma ottenuta da f coir operazione D^y^ 0^.^*" "*> che contiene le 
sole serie i/ , 2 ,...,£, e consideriamo il sistema di tutte le forme derivabili alla 
loro volta dalle cp, , ?t 9 ?3 > ••• per mezzo delle operazioni D^^, ed omogenee ad 
f rispetto a ciascuna serie di variabili, esso sarà rappresentato precisamente da un 
numero di forme linearmente indipendenti eguale alla differenza sopra accennata, 
per mezzo delle quali si comporrauno linearmente tutte le altre. 

Senza alterare sostanzialmente la questione noi possiamo supporre che le n 
serie di variabili entrino in /" a gradi eguali, cioè m' = m" =^ ... =771^"^ =m ed in 
luogo di Tt(m' , m" , ... , m^"^) scrivere semplicemente Tt(m , n). Allora : il numero 
T:(m , n) dei sistemi dislinii (1), per t qìmli la somma degli elementi di ciascuna 
linea e di ciascuna colonna é uguale ad m. è uguale al numero delle forme li- 

nearmente indipendenti derivate omogenee ad f\x' , x" , x'" , . . . , x^*v- E di più 
la differenza 

ic(m , n) -Tt(m- 1 , n) 

è uguale al numero delle forme linearmente indipendenti omogenee ad t e deri* 
vabill da covarianti di f che contengono sole n — 1 serie di variabili. 

Il problema aritmetico si può anche per altra via ricondurre ad una questione 
algebrica. Indichiamo infatti con X/y , (i ,^' = 1 , 2 , ... , n) , n^ variabili indipen^ 
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denti e con 

la somma dei prodotti che nascono dal prodotto X^, Xg^ .. X^^ permutando comun- 
que i secondi indici. Noi dimostreremo nel § I che K(m , n) è uguale al numero 
dei termini distinti che si presentano nello sviluppo della potenza 

[ 1 X,, Xjj . . . X„„] y 

e questo risultato ci condurrà direttamente alla generalizzazione di una proprietà 
delle forme algebriche binarie a due serie di variabili. Indicando simbolicamente 
con [»! Xx + citXi]^ [6| j/i + 62 yal"* = ^x^ *y^ '^ forma binaria a due serie di varia- 
bili di grado m tanto nelle X4 , Xi come nelle y^^Vt* è noto che tutte le forme 
ad essa omogenee e da essa derivabili per mezzo delle operazioni di polare D^ 
e Dyx sono comprese nel tipo 

l\^i(ixby + V'tayb:^ry 
dove 

IX,'» , ix,"»-* jx, , ,1x4 m"»-* , i^j"* 

rappresentano simbolicamente m+ 1 coemcienti arbitrari. Ora il teorema enunciato 
ci dà una rappresentazione analoga per le forme ternarie, quaternarie etc. ed ecco 
come : sia a^^** ^y"" c/^ la forma ternaria più generalo a tre serie di variabili, e 
poniamo per brevità : 

aa,byC^ = A, , ay6^Cap = A, , a^b^Cy^k^^ 

^xh^y-K » flz&yCaj=A« » Oy bj. C^ = A, , 

la potenza : 

[iXiA. + iijAj+jXaA^-f-lx^A^ + iA^As + t^eAer 

ci darà similmente il tipo più generale di una forma omogenea ad a/* by^ c^ e 
da essa derivabile per mezzo delle sei operazioni : 

"acy ' ^ ^xz > '^yx ■ » ■l'yj i *^zx » ^xy* 

L* analogia colla variabilità binaria non è però completa, in quanto il numero 
dei termini indipendenti nello sviluppo della potenza 

{^ + l*t+V» + l^*f l^5 + |A«r, 
tot. xiz 12 
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che è uguale ad ("^5 )> è superiore a ic(m,3), epperò la forma tipica contiene 

un numero di coefficienti arbitrari maggiori del numero strettamente necessario. 
Per le forme ternarie noi ovTiercmo a questo inconveniente con un artifizio che 
consìste nel prendere per forma tipica la seguente : 

poiché, come faremo vedere, il numero dei termini distinti nello sviluppo di: 

Lm 1*8 1*1 1*5 1*6 l**J 

è precisamente uguale a ir(m , 3). Di più ogni termine distinto 

ri Vt l*s 1*4 1*5 He 9 

dove le y possono essere interi positivi negativi, non si presenta nello sviluppo 
della (2) che come coefficiente di un unico termine 

o^"" 0/ ar bj by^' bf c^ur cr 

precisamente come per le forme binarie. 

II diverso modo di comportarsi delle À| , A, , A, e delle A4 , A, , A^ ha la sua 
origine da ciò che le prime si presentano col coefficiente + e le seconde col coef- 
ficiente — nello sviluppo del determinante 



K 



È poi in generale di molto interesse per la forma n^^ ad n serie di variabili 
/"= a^^ bg^^ c^»!^ ... I (a)*" il coefficiente numerico intero positivo negativo da 

X 

cui è affetto ogni singolo termine 

/i = a^*'a^.*" bj'bj' 



nello sviluppo della potenza 



[2rf±^«'^*" V' 



» 
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Come vedremo nel $ III esso è proporzionale al quoziente di u"'•/^ per il**./* dove 
a denota r operazione 

1. 

1. Consideriamo uno qualunque dei sistemi di valori interi e positivi (anche 
nulli) che possono prendere n* numeri : 

*ii » «it » «in 

*ll > ^11 » ^t» 

«ni » ^t ^n 

in modo che la somma dei numeri di ciascuna linea orizzontale o verticale sia 
sempre uguale ad un dato numero m. Cioè, qualunque siano i valori di t e di j 
dev'essere : 

a^i + «il + . • . + a^« = «1,- + «j,- + . . . + a^j = m. (1) 

Attribuendo i numeri a^ risp. come esponenti ad altrettante variabili indipendenti: 

^11 » X|| 9 f X|n 

^11 > ^tl >••••••! Xld 



^«t > x^t > > ^1» 

è chiaro che ai ic(m , n) sistemi delle a^y che risolvono le condizioni (1) possono 
farsi corrispondere z{m ^n) prodotti del tipo 

n x,/ (2) 

fra cui non può aver luogo alcuna relazione lineare e che coincidono coi prodotti 
che si ottengono dal prodotto fondamentale 



Xm Y ^ ir 

fi ^u ^\ 



n 
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immaginando ciascuna potenza separata nei suoi m fattori e quindi eseguita fra i 
primi ìndici, come anche fra i secondi una permutazione arbitraria. Ciò posto in- 
dicando con 

A, , Aj, , Aj, (N = 1.2 . . .n) 

le N espressioni che si derivano dai prodotto 

col permutare comunque la serie dei secondi indici, ci proponiamo di dimostrare 
che ciascuno dei prodotti (2) si può porre sotto la forma di un prodotto delle A, 
cioè : 

nx/=A, a/... .. .a\ (3) 

dove naturalmente l^i + [Xj f . . . + ptj^ = m ; e notiamo che ciò può ottenersi in gè 

nerale in più modi diversi cioè per diversi slslemi delle |jl. Noi dimostreremo il 
teorema per induzione ammettendo che esso sia valido per n indici e facendo ve- 
dere che allora esso vale anche per n + 1 indici. Cosi tutto sarà dimostrato, giac- 
ché per il caso di uno o di due soli iniici la cosa è senz'altro evidente. 

2. Innanzi di passare al caso in cui tanto i primi indici come i secondi siano 
in numero di n+ 1, deduciamo prima del teorema supposto dimostrato per n in- 
dici un teorema analogo relativo ai prodotti del tipo : 

n+l n a., 

n n x;>, 

in cui il primo indice non ha ancora che i valori da 1 ad u e soltanto il secondo 
può prendere i valori da 1 fino ad n 4- 1 ; In cui inoltre ogni primo indice i deve 
come sopra figurare un numero m di volte cioè soddisfare alla condizione 

«/,! + «M + + a»,ii+i = ^ > 

quanto ai secondi indici non si impone che la condizione di figurare ciascuno un 
numero di volte ^ m. Siccome primi e secondi indici devono nella totalità figurare 

lo stesso numero di volte, ed i primi indici compariscono in tutto mn volte, segue 
che uno almeno dei secondi indici 1 , 2 , .... ti -h 1 dovrà comparire un numero 
di volte inferiore ad m. Per fissare le idee supporremo che sia lo stesso indice 
n+ 1. Separando dal prodotto (3) i fattori del tipo X,-„+, possiamo scrivere: 

n II X '•' = x ''"' X '-«"' ... X "'••"' n n X '^ 
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In virtù delle ipotesi fatte sarà 

ai,«4-i + «2,11+1 ^ + «ii.fi+i = 1*11+1 < ^' (*) 

Indicando poi con (Ji| , [jl, , . • . , pi,i risp. i numeri di volte che i secondi in- 
dici 1 , . . . , 71 figurano nel prodotto 



n n 



_7^ 



n n X '' 

sarà 

|i, +l*,+ •.+|i» + l*n+i=«»-^» 

onde 

fti+i = ('n-ixO + (m-m)+ +(,n-jij; 

cosicché è possibile, al posto dei |ji„^| ìndici n + ì che figurano nel prodotto (3), 
sostituire altrettanti nuovi indici 

1' , 2' , 3' , , n' 

risp. un numero di volte eguale ad : 

m - |i| , ?H - iz, , , m - ix„ , 

del resto in un modo qualunque. Indicando con 

(♦H-l n * A 
n n X 'n (3') 

il risultato di tale sostituzione è chiaro che per ritornare al prodotto (3) non si 
ha che scrivere dappertutto n + l al posto degli indici accentati T , 2',..., n'. Se 
per un momento non facciamo distinzione fra J ed j\ l'espressione (3') coincide col 
tipo (2) considerato nel n® precedente giacché ora ciascun indice ; insieme col con- 
iugato / fij^ura in tutto m volte al pari di ciascun ìndice i. D teorema supposto 
valido pel prodotto (2) applicato al prodotto (3') ci dice che quest'ultimo può porsi 
sotto la forma : 



n n X 'M = A'A".A'" Aw 



dove le A sono le stesse A|,...,A^ considerate nel n^ precedente soltanto che al- 
cuni fra i secondi indici potranno essere affètti da un accento. Siccome però il 
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numero totale degli accenti è uguale a :j„+, , dovrà necessariamente almeno uno 
dei fattori 

A' , A" , A'" , , AW 

contenere soltanto secondi indici senza accento, altrìmente dovrebbe essere (jl^^.! > m 
il che è in contraddizione colla (4). Dunque uno almeno di questi fattori coinci- 
derà con uno dei fattori 

A| » Aj , , Apj , 

epperò : 






Sostituendo ora dappertutto in luogo degli indici accentati l'indice n+1, con- 
cludiamo, poiché A^ non contiene indici accentati : 

n+l » IX.. n+l n a. 

n n X '^ = Aa. H n x'^'^ 

dove ora nel secondo membro A^^ è moltiplicato per un prodotto di fattori X^y in 

cui ciascuna i figura m— 1 volte e ciascuna j un numero di volte <m-l. Questo 
prodotto è dunque assolutamente della stessa natura del prodotto (3), soltanto che 
il numero m è ora divenuto più piccolo di una unità. Applicando ad esso lo stesso 
ragionamento tenuto per ii prodotto (3) , cioè prendendo di mira un indice j che 
figura un numero di volte < m — 1 ne separeremo in modo affatto identico un fat- 
tore analogo ad A^, cioè un prodotto di n elementi X^y nel cui insieme gli n in- 
dici i figureranno tutti ciascuno una voUa sola e gli n + l indici/ figureranno tutti 
del pari una volta ad eccezione di quello stato preso di mira , che non figurerà 
affatto. Cosi procedendo finiremo per aver decomposto il prodotto (3) in m fattori 
di questa stessa natura. 

Ciò è sufficiente per la nostra dimostrazione ; tuttavia crediamo utile il notare 
che questo risultato si può generalizzare ulteriormente (ed invero ripetendo pres- 
8* a poco le stesse oonsiderazioni) ammettendo nel prodotto (3) un numero qualun- 
que di indici distinti, e soltanto mantenendo la condizione che ciascuno di essi fi- 
guri un numero di volte < m. Si ha cioè il seguente teorema : Indichino X/y , 
dove gli indici i J possono prendere risp, i valori 

1 , 2 , . . . , n ; 1 , 2 , . . . , n* ; (n''> n^ 

n*n' variabili indipendenti. Un prodotto di tali variabili in cui ciascuna varta- 
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Òlle può prendersi come fattore un numero arbitrario di volte còlla sola reslrt- 
zione che ciascun indice i figuri nella totalità delle variabili un numero m di 

volte e ciascun indice j un numero di volte < mpuò sempre porsi sotto la forma: 

Aj'Aj-Aj A„, 

dove ciascun fattore A^ è un prodotto di n fra le date variabili tale che gli n 
primi indici coincidano nel loro insieme con la serie 1, 2, ... , n e^Iin secondi 
indici siano fra loro tutti distinti. 

3. Ora ci è facile estendere il teorema enunciato in principio ad un prodotto 
del tipo 

n n x./^ (4) 

in cui le a,y soddisfano, qualunque sieno i ed j, alle condizioni : 

«il + «/« + ... + «,-.,„., = (X,j + ^tj + ... + a^,j = m. (5) 

Mettendo in evidenza quei fattori del prodotto (4) in cui il primo indice ha il va- 
lore n + 1, sia: 

fl+l n+l a.. a a. a. *•+! n *.. 

n n X '^ = x «^''' X «^** . . . x^«^*'«^*- n n x *'. (4) 



Siccome ora nel prodotto 



n+l n 3, . . 

n n x.« (5) 



i primi indici i non hanno che n valori distinti 1, 2, ... , n ed ognuno di essi fi- 
gura precisamente m volte, di più ciascuno dei secondi indici j non figura che un 

numero di volte eguale ad ^1-0,^.,^ per conseguenza un numero di volte <m, 
esso potrà decomporsi, in virtù del teorema del n^ prec. in m fattori A della na- 
tura di quelli ivi considerati. Poiché la somma 

uno almeno dei termini sarà diverso da zero. Sia questo a^^j^ cosicché h non potrà 
presentarsi come secondo indice nel prodotto (5) che al più un numero m - 1 di 
volte, epperò almeno in uno Aj^ dei fattori A nei quali esso si decompone, il se- 
condo indice j prenderà n valori distinti e diversi da k. Ne segue che il prodotto 
(4) conterrà il fattore 
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cioè un prodotto di n + 1 vatiabiii X,y nel cui insieme tanto i primi clie i secondi 
indici coincidono con la serie dei numeri naturali 1, 2, ...,n+t- Cosi tutto resta 
dimostrato, giacche separando dal prodotto (4) questo fattore, ciò che rimane sarà 
ancora un prodotto della stessa natura, soltanto che ogni primo e secondo ìndice, 
in luogo di figurare m volte, figurerà sole m— i volte. Operando su di esso nello 
stesso modo se ne separerà un secondo fattore della stessa natura del precedente, 
e nel prodotto residuo ciascun primo e secondo indice figurerà precisamente m - 2 
volte. Cosi procedendo si avrà alfine la completa decomposizione in fattori a se- 
conda del teorema enunciato. 

IL 

1. Per n = 2 è evidentemente it(m , 2) = m + 1. Per n = 3 il numero Tt(m , 3) 
è uguale in virtù del teorema generale ora esposto al numero dei termini indipen- 
denti che si presentano nello sviluppo della potenza 

[A, + A, + A3-hA, + A, + Aer, (1) 

dove le A si compongono come segue per mezzo di nove variabili indipendenti X^^ 
«,J = 1, 2, 3): 

A| =Xu A22 X35 A4 = X,| Xjj X52 

A) = X|2 Xx3 Xsi A5 = Xis Xjj Xji (2) 

As = Xis Xji Xjj A« = Xis X21 Xsa- 

AiBnchè per due distinte serie di esponenti sia 

Pi ft Pi P^ fi Pt ^ì ^t ^8 ^^ ^5 H 

A| A) A3 A4 A^ A« = A) A} A3 A4 A5 Ae 

devono essere soddisfatte le 9 condizioni che si ottengono sostituendo per le Aj la 
loro espressione nelle X^y ed eguagliando gli esponenti di ciascuna variabile X/j nei 
due membri. In corrispondenza delle 9 variabili prese neir ordine seguente 

^11 > Xja , X32 ) 

^11 > X3I y X|3 , 
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81 trovano così risp. le nove relazioni simmetriche, 

p| + p4=a4+0^ , P, + P4 = <J2 + <J* , Ps+p4 = <»» + <?4» 
Pl + p5 = <^l+«» I P« + p5=^«+^5 I Ps + P»=<'a+^5» 

Pi + P« = <'i + ae , Pi + p« = a, + ae . Pi + p« = a, + a^- 
Queste condizioni equivalgono alle 5 seguenti: 

^1 ~ Pi = ^1 - P» = ^8 - Ps = Pi — <^4 = Ps ~ *5 = P6 — ''e ' 

onde, detto k il numero intero positivo o negativo che esprime il valore comune 
dei sei membri , 

"i = Pi + *^ , cy^ = p^ ~ t , 
<^i = P» + * » "s-^Ps-*! (3) 

''a = Pt + * » ^« = p6-*- 
Di qui segue primieramente che se in un termine qualunque 

fi Pi ^'» l'i fs Pt 
A| A^ A3 A| A5 A^ 

dello sviluppo della potenza (1) ciascuno dei tre esponenti Pi,p2,p3 è diverso da 
zero, esso si potrà trascurare, poiché detto p il piii piccolo dei tre numeri Pi,PtiPsi 
esiste nello sviluppo stesso il termine 

Pì-e p%-p Pi—p Pi+p Pb+p Pt-^p 

A| Aj Aj A4 A5 A^ 

per cui uno almeno dei primi tre esponenti è uguale a zero. In secondo luogo se- 
gue dalie (8) che quei termini che godono di tale proprietà sono fra loro tutti di- 
stinti, eppcrò che T:(in,3) è uguale al numero dei termini distinti che, si presen- 
tano nello sviluppo della potenza m®»""^ della somma di 6 variabiU indipendenti 

(aj| + X, 4- 05, + X4 + x, + flCer (a) 

per i quali uno almeno degli esponenti delle prime tre variabili è uguale a zero. 

Ora questo numero si esprime facilmente per mezzo di (^^ITi^j ) <^1>6 esprime il 

numero delle combinazioni di m+n-l oggetti ?i-l ad 71--I, e nello stesso tempo 
il numero dei termini distinti nello sviluppo della potenza 



(a5| + a;,+ +aj«r. 



13 
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I.ifatti quei termini dello sviluppo di (a) per cui i primi tre esponenti sono diversi 
da zero non sono altro, fatta astrazione dai coeOicienti numerici, che i termini di- 
stinti nello sviluppo di 

per conseguenza z(m ,3) sarà uguale alla differenza fra il numero dei termini di- 
stinti in (a) ed il numero dei termini distinti in (6), cioè : 

= ^'"t.3aV^^ { (»" + 3>("* + 4Kn» + 5) - »n(m - l)(tn- 2) j. 

Il numero i:(m , 3) è divisibile per 8 se tn è primo con 3 e soltanto in que- 
sto caso. 

2. Allo «copo ili fumé poi applicazione alla teoria delle forme ternarie passia- 
mo ora a dimostrare che il numero i: (in , 3) ora detcrminato coincide col numero 
dei termini distinti che si presentano nello sviluppo della potenza : 

rt^L + iL+iL+A+j^+iir, (5) 

dove le v-i sono quantità indipendenti. Poniamo per brevità 





ì 




^* -V 


1*. 


ì 




>• -V 



cosicché fra le v esistono le 2 relazioni : 

ViVaV, = V4V5V^=I, 
e consideriamo l'espressione 

[v,A, + v,A, + VaA, + V4A4 + V5A5 + v«Aer (6) 

Pi ft Pi ^1 .^1 
>i >^» Va >^4 V5 
Pi!'Pi!*P5l-0j!.a,l-0j! 



V m 1 VS^ V-'r4- A." a/^a/' a/* a:' a!* 



Pi^^i 

Pi + Pi + ps + ©1 + Ci + a, = m. 
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Riuniamo in un sol gruppo quei termini che contengono uno stesso prodotto: 

n«<; Pi Pi Pi ^1 ^t ^i 

X,y =A, A, A, A, A, Ae , (1) 

cioè, per ciò che si è dimostrato nel n^ precedente, quei termini che contengono 
prodotti del tipo 

Pl+* ^1+* Ps+^ <'|-^ ^'t-* ^s~* 
A| Aj Aj A4 A| Af . 

Detti rispettivamente p e i più piccoli fra i tre numeri Pi , Ps 9 Ps ^ ^i » ^s » ^s» 
il numero k potrà percorrere la serie di valori : 

-Pi - (P - 1) » • • • » -1,0, 1 , . . . , (a - 1) , a. 

Perciò r insieme di questi termini è dato da: 

i ^ v/'"^* v/*^* v,''^'^* v/*"* v/*"* v/'"* 



lks»-p 



A ''^ A ^* A ''* A ''* A ^* A "^^ 
X A| Aj A3 A4 Aj A^ } 



e, siccome in virtù delle relazioni che hanno luogo fra le v : 

V|* ^'s* ^8* V* ^»~* v«"* = ^1 
anche da: 



*=a 



*y? 1 . 

('^^Zj(p» + fc)!(p. + ft)!(p, + fc)!(a,-fc)l(a,-k)l(a,-.fc)! ) 

Fi F* Fs *i ''j ^« a ^* . ^« * ''S 4 ^4 . ^« * *3 

Xv, V, V3 V4 V, Ve -Al Aj A, A4 A, A^ . 

Cosi è dimostrato che nello sviluppo dell' espressione (6) ciascuno dei ic(m,3) prò* 

Pi Pi Pi ^1 ^% ^i 
dotti distinti del tipo (1) è moltiplicato per un unico fattore v, v^ v, V4 v^ v^ . 

Di più è facile vedere che questo fattore non può essere il medesimo per due 

prodotti distinti. Supposto infatti che fosse 

Pi Pi Pi ^i ^1 ^i P\ P'\ p'i ^'1 ^'t ^'s 
V* V, V3 V4 V, Ve =V4 V, V, V4 v. Ve , 
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sostituendo in questa relazione le espressioni delle v in funùone delle [a so ne de- 
durrebbe : 

(j'i'Pi) (Pt-Pi) iPi-Pi) (^i-^a) (^2-^) (''s-'*) 

1^1 Vi ^i H l^s 1^6 

(/i-/s) (/«-/i) ipWt) (pW,) (/i-/|) (A-/a) 

= 1*1 H 1*8 f*4 1*5 1*6 

ed eguagliando gli esponenti delle quantità indipendenti [A| in entrambi i membri : 

0,' - a, = a/ - cjj = Oj' - Cj ; 
per conseguenza indicando con k , /i certi numeri interi : 

p,' = p, + & , a,' = o, + h, 
fi=p2 + k , ©t' = a, + /i , 

P/ = Ps + fc t ^^a' = <?« + /*. 
Di più, poiché 

Pi' + ?t + 9i + <?/ + ^i' ■+ 03' = Wl = Pi + P« + Pa + «f + «1 + <»s . 

dovrà sussistere fra h e fc la relazione 

h4-A = 0, 

onde /i = — fc, opperò i due fattori considerati moltiplicherebbero rispettivamente 
i due prodotti 

Pi Pi Pi Pk Ps Pt 
A| Aj Aj A4 Aj A^ 

/5^+Aj |?2+A; P5+A; (j,-& ffj-A; a^-A; 
A| Af Aj A4 A5 A^ , 

che sono identicamente uguali, contrariamente alla ipotesi fatta. 
3. Siano 

fl| I ^i » • • • f tt» 3(/| j Xi , . . , , 05,1 

fl| > ^2 > • • • » ^n 3(/| > ^2 » • • • > «^a 







o,(») , fl,C) , . . . , a^W a5.<«) , a5.(»> . . . . , x,w 
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due sistemi di quantità allatto indipendenti e poniamo in generale abbreviatamente 

(*) 



o.W a5,w + o,<*) Xt^+ .: .+ o»W a>,f^) = a 



•*")• 



Facendo variare gli apici t ed j da 1 fino ad n avremo in tutto un sistema di n* 
quantità 

. . . . o' 



«v 



rC») 



(8) 



(«) 



a 






che sono del pari tutte indipendenti fra loro, in quanto si può sempre disporre 
delle Gì e delie Xi in modo che esse assumano n* valori arbitrari 



X|i » 



> ^m 



(9) 



^i » 



» ^mi» 



6 veramente senza imporre alle a altra condizione senonchè di rendere il deter- 
minante 



a/ 



a'n 



a.C') 



diverso da zero , poiché allora si potranno sempre determinare , le n quantità 
a;/ , X,' y ... 9 Xn' in modo da soddisfare le n equazioni lineari : 



a,^ Xi' + a,^") X,' + • . . + a^^"^ x»' = X^^ , 

cioè in modo da rendere gli elementi della l'' colonna in (8) eguali a quelli della 
l* colonna in (9) ; in generale si determineranno le X|^*^ , . . . , xj^^ in modo da 
identificare la i««^"»* colonna in (8) colla i^'^^ in (9) e d. d. 
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In altri termini : gli n* elemeniì (8) sono fra loro indipendenti qualora essi si 
interpretino come elementi n*'" . Interpretandoli come elementi di specie inferiore 
p. e. come elementi (n- l)***^^ essi non* godono più di tale proprietà, giacché se 
poniamo : 



(0 



(<) U) 



%(j) = ^i^*^ »«^^ + "t^'' ^^'^ + • • • + ^«-1 a5«-, » 



si ha identicamente 



(«) 



X 






= 0. 



Per tal ragione il numero ii(m,?i) è in relazione colla teoria delle forme 
n*^« a preferenza di quelle di specie inferiore- 

Dair essere le (8) quantità indipendenti segue che fra i prodotti di tali quan- 
tità elevate a diverse serie di esponenti non può aver luogo alcuna relazione lineare. 
Considerando, per fissare le idee, le forme ternarie cioè due sistemi di quantità 
indipendenti : 



fl, Ot o. 


Xi Xx CC] 


6, 6, fc. 


y^ Vi Vi 


e, e, e. 


Z, Zt 2« > 



e ponendo : 



avremo m 



0| X| 4- Oj X, + (ìj X, = a^ etc , 

^a; » ^y > ^x 

nove quantità indipendenti, per conseguenza il numero degli aggregati linearmente 
indipendenti del tipo 



2] A . «.'' a/' a/" V V' V" »«*• V «/' ' 



(10) 
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dove ft è un coefliciente numerico e la serie di esponenti interi e positivi |x, v, p 
è tale da rendere questo aggregato omogeneo alla forma fondamentale 

f^aj^by'^c,'^ (11) 

rispetto a ciascuna delle serie a,6,c,cc,i/,jz, sarà dato da Tt(m , 3). Dando 
ora alle a , ft , e interpretazione simbolica cioè indicando con (li) la forma ter- 
naria più generale di grado m nelle ce, oc, ac, , nelle 2/i , 1/2 » Va b nelle z^ , JSj , Z3 , 
è chiaro che ogni forma omogenea ad f nelle x , j/ , z e derivabile da f per mezzo 
delle sei operazioni 

è compresa nel tipo (13). Reciprocamente si può dimostrare che ogni forma del 
tipo (13) è derivabile da f per mezzo di tali operazioni. Quindi : /[ numero delle 
forme linearmenle indipendenli omogenee alla forma ternaria a tre serie di varia- 

^ ìV 9 zj da essa derivabili per mezzo delle operazioni (14) è dato da 

esse sono tutte comprese nel tipo : 

dove : 

A| = tt« ^y ^t » A4 = a^ b^ Cy , 

A, = tty b^ Caj , A, = a, by c^. , 

As = Oj fcx Cy , Ae = ay ò^, e, , 

e dove i prodotti distinti fx/* [//* ii/^ m/* 1*5'^' ///• rappresentano altrettanti coef- 
ficienti arbitrari. 

III. 

1. Passiamo ora ad alcune applicazioni generali alla teoria delle forme n^^^ad 
n serie di variabili. Sia la forma fondamentale : 

(m m m \ m 
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tutte le forme ad essa omogenee e da essa derivabili per mezzo di operazioni di 
polare si esprimono come un aggregato lineare delle ir(Tu,n) che si ottengono 
moltiplicando fra loro gli n' elementi 



a 



b(") 



b(») 



(0 



elevati rispettivamente a degli esponenti 



c(«) 



Pi h 



(^) 



^t 



che rendano soddisfatte le condizioni di omogeneità, o, che è lo stesso, che sod- 
disfino al nostro problema di partizione. Queste forme le chiameremo brevemente 
forme elementari. Cosi volendo studiare 1* effetto dell'operazione 



d d 

dx,' ' dx,, 



ii = 



9 



aac/") ' 



' a» <») 



sopra le derivate omogenee di f possiamo limitarci a studiarne T effetto sopra le 
tt(m , 7i) fórme elementari : 

A = A . ft . Al > fnim.n)' (3) 

Eseguita sopra la forma fondamentale, F operazione a dà semplicemente 

Il coefficiente m* è il numero dei modi possibili con cui dalla f^ag^^ ^^^'"^adn)^ 
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81 può separare un fattore composto di 71 degli elementi (I) nel cui insieme eia 
scuna delle lettere a , 6 , e , ... , l , x' , x" , ... , x^^^ figuri una ed una volta sola. 
In tal caso quel fattore non può essere che del solo tipo a^^b^^.,. l ^^^ e ad esso 

va sostituito semplicemente il determinante (a&c.O- ^-^ ragioni che legittimano 
questo risultato si estendono facilmente al caso di una forma elementare composta 
comunque cogli elementi (I) e danno luogo alla regola seguente: 
Per eseguire ^operazione il sopra la forma : 



r, = a\a'j,...a'.b^Jb^J,...b^' 



'arC') 



V 



,(») 



X X* 






(4) 



ù separi in lulti i modi possibili dMinsieme degli m.n elementi che la compon- 
gono {da considerarsi come individui diHinli) un fallorc composto di n elementi 
nel cui insieme figuri ciascuna delle leltere a, b , e ,..., 1 , x' , x" ,...,x("^ Dopo 
avere scrillo questo fallore in modo che le ledere x' 5...,x(''^ si succedano nelCor- 
dine naluralCy si sopprimano queste ultime lettere e si chiudano le residue fra 
parentesi, quanto al fattore complementario si lasci affatto inalterato. La somma 
di tutti i risultati così ottenuti è uguale ad ^i*f^. 
Così p. e. avendo separato il fattore : 



V V V V 



l 



;(«) 



si dovranno permutare le due lettere acce quindi formare il determinante 

(e 6 a d I) 

da moltiplicarsi poi pel fattore complementario. 0, che torna lo stesso: a ciascun 
fattore separato si dovrà sostituire il determinante (a b e ... 1) preso col segno +, 
col segno - , a seconda che quel fattore si presenta col segno -i-j col segno -, 
nello sviluppo del determinante 



x^") 



r(») 



'.' 



..•e») 



(5) 



Supponiamo per fissare le idee di aver separato dalla fi il fattore 



?0L. XIX. 



\' V V" 



V») 



14 
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Siccome i suoi n elementi figurano in fi rispettivamente ai gradi 

è chiaro che Ih separazione di questi fattori potrà effettuarsi in 

modi diversi, che daranno tutti uno stesso risultato da doversi contare poi ai^^Ys**-'^!» 
volte. II medesimo vale per ciascuno degli altri fattori separabili, tutti contenuti 
fra i termini del determinante (5) ; epperò si vede che l'effetto di il sopra la forma 
(4) può presentarsi semplicemente cosi : 



ii.f, 



{ab e ..A) 



a. 



X 



?, 






• 6 



,(») 






A. 



i 



:W 



•V-V") 



x' 



1 ** 



(G) 



giacche sviluppato il determinante ed eseguita in ciascun termine la relativa divi- 
sione ciò che resta è appunto n-fi sotto la forma a cui conduce la regola enunciata. 
Dalla (6j e dal teorema dimostrato nel §. I caviamo una conclusione importante, 
cioè che nessuna delle ic(m,n) forme elementari può essere annullata dalVope^ 
razione o.. Ammesso infatti che per una certa fi si avesse identicamente a/'f=:0, 
ciò dovrebbe valere in particolare quando ai simboli a , b , ... , f si dia un signifi- 
cato effettivo. Siccome però allora gli ?i^ elementi (1) sono quantità effettive ed in- 
dipendenti, il sistema di esponenti a,^, ... ,X dovrebbe in virtù della (6) soddi- 
sfare alla condizione : 



J^ ^ 

A ...... it 

A Is. 

^1 XfMI 



= 



Digitized by 



Google 



1 
] 



X 101 )( 

per tutti i valori delle n* rariabili indipendenti X^^ ; in altri termini ciascuno deglj 
ni termini che figurano nello sviluppo del determinante 



a* 






^. 



dorrebbe essere separatamente uguale a zero. Ora ciò è in contraddizione col teo- 
rema del §. 1, giacché se ciò accadesse non sarebbe possibile di separare dalla for- 
ma fi , in cui agli elementi a^/ , a^/ , ... , b^^ , ... siansi sostituite le variabili X^^ , 
un fattore che faccia parte dei fattori A,, .. ,An ivi considerati. 
2. Indichiamo con 



A| j A2 j 



'Al, 



0) 



B, 



"2 > 



,Bj 

5'' 



(70 



N = 1.2...n, 



rispettivamente i termini distinti che si ottengono da 



V V V' 



l 



.(») 



per mezzo di un numero pari di un numero dispari di trasposizioni delle let- 
tere a , 6 , e , ... , i; cosicché i termini (7) si presentano tutti col segno + ed i 
termini (T) tutti col segno — nello sviluppo del determinante (5). 

Nello sviluppo della potenza m^^^ di questo determinante che noi indicheremo 
brevemente con 

K' V V w 

si presenteranno tutte le x:{m , n) forme elementari affette da coefficienti numerici 
interi che stanno in istretta relazione col coefficiente numerico per cui il risultato 
dell'operazione n eseguita m volte sulla forma elementare differisce dal risultato 
dell* operazione stessa eseguita in volte sulla forma fondamentale. 
Designiamo tali coefficienti con le lettere q^ cosicché sia : 



ic(iii,n) 



(V W W"=S''*-^" 



(8) 



<=i 
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e designiamo con kj il coelTicìente numerico per cui 

Per la stessa f poi si ha semplicemente 

a'"./*=(m!)''.(a6c . . . 0"*. 

Per costruire ii"*'/i non si ha che ad applicare ad fi m volte di seguito la re- 
gola enunciata nel n^ precedente cioè separare f^ in tutti i modi possibili in un pro- 
dotto di m fattori A o B« sostituire quindi a ciascun fattore A e B il determinante 
(a 6 e ... I) moltiplicato rispettivamente per j- \ e per - t , finalmente fare la 
somma di tutti i risultati cosi ottenuti. Siano : 

/i = A. A, ...A, B, B, ...B 



A. A, ...A^ B, B, ...B^ 



Pi fi ^ ^ì ^t * 

A, Aj ... A B, B, . . . B 

Iw 2.1 



i" 



5^ 



i diversi modi nei quali f può rappresentarsi come prodotto delle A, , . . ■ , A^ 

I 

B, , ... , B, elevate a serie disliiUe di esponenti. Ognuno di questi modi di sepa- 
razione contribuirà ad ii^/i rispettivamente il termine 

(-1) »''.(a6c...O" 

(- 1) » -(afte ... 0"* 

(-1) »-(a6c...O'" 



'\ 
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e soltanto resterà a determinarsi il numero di volte che ciascuno «li taìi termini 
dovrà contarsi nel risultato, o, che è lo stesso, il numero di volte che la separa- 
zione da cui esso ha origine si sarà presentata nelF applicare la regola sopra in- 
dicata. 

Ora questo numero si determina facilmente. Primieramente è chiaro che i 

Pi + P« + • • • + Pi + a, + a, ■»- . . . + 0^ = m 



fatfori A , B che compongono il prodotto 



e, 


1-^ "i 


"k. 


A, . 


. . V"* B, . 


B *^ 




ìn 


ìn 



possono essersi presentati in un ordine qualunque. 

Se essi fossero tutti distinti, il numero di questi ordini sarebbe eguale al nu- 
mero delle loro permutazioni cioè ad m ! ; essendo però p, di essi eguali fra loro, 
altri p2 Bguali fra loro e cosi via, esso sarà dato invece da m ! diviso per il nu- 
mero delle permutazioni degli elementi di ciascheduno di tali gruppi fra sé stessi, 
cioè da : 

m! 



p, I ... Pi I Of I ... 0, ! 



Finalmente poiché : ^ 

'i- V • • • V) V ■ • • V) V • " • V») ' 

dovrà ciascuno di tali ordinamenti distinti essersi presentato precisamente 

a.!...aj P,!...p„! X, ! . . . XJ 

volte. Infatti poiché /l contiene p. e. l'elemento a^^» un numero a^ di volte, la prima 
volta che in uno dei fattori separati si presenta un a^ potrà prendersi per esso 
uno qualunque degli a, individui nei quali esso figura e ne resteranno poi nel fat- 
tore complementario soltanto a - 1 . Cosicché al presentarsi di un nuovo elemento 
^x' potrà poi farsi la scelta affatto ad arbitrio fra a - 1 individui e cosi via. 

Il medesimo si dica per ciascuno degli altri elementi a^n^ ... , 6^, ... ; com- 
binando fra loro tutte queste arbitrarietà di scelta si avrà appunto un numero di 
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arbitrarietà eguale al prodotto sopra scritto. Concludiamo : 

• Ora il numero g< stato definito sopra come coefFicìente di f^ nello sviluppo del- 
r espressione 

(v V V' ^x^'^^y 

= FA, + A, + . . . + A, ^ - B, - Bj ~ . . . - B,r 

è dato appunto da : 

_ ., (jii) I^lii 



($•) 



onde anche : 



n 

u«./;. = g<.j n«i^ . . . X,.! [.(a 6 e ... ir , 



più brevemente, indicando con j){ il prodotto dei fattoriali de^;li esponenti a cui 
gli 71* elementi (1) si trovano elevati in f^: 



epperd ; 



^•^A^g^n-^'-^ 00) 



k r=.Vi:± 



3. Il risultato dell' operazione iir eseguita sopra fi un numero h di volte non 
si presenta più sotto forma cosi semplice come per /i= 1 od /i = m. 

Quindi ci limiteremo ad enunciarne le proprietà che stanno in analogia con 
quelle sopra dimostrate senza svilupparne la dimostrazione che d' altronde avrebbe 
sempre per base lo stesso processo di ragionamento : La quantità li* U si ottiene 
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sviluppando l'espressione 



1 



b(") 



V 



' T 



«(") 



■fi, 



scancellandone quei termini nei quali la divisione degli elementi non può farsi esat- 
tamente, eseguendo la divisione negli altri e sostituendo in ciascun termine, in 
luogo di ciascuna più alta potenza di elemento, quella potenza stessa moltiplicata 
per il numero 



3l 

a'! ' 



dove a ed a' indicano rispettivamente gli esponenti a cui quell'elemento si trova 
elevato in ff e nel termine in cui si è eseguita la divisione; Analmente moltipli- 
cando il tutto per (a 6 e ... t)*- 

Ciò può scriversi nel modo seguente : 



(afte... 0* 



X 



d 



' da 



'xW 



' di 



'a?W 



4. Per le forme ternarie il coefliciente di una forma elementare 



*i «2 «8 ?i S ?z ri ra 73 

fi — 0>x «y «x ^x *y ^z ^x ^y ^z 



iPì 



= A, A, 



Pt Pz 



B| Ba B3 



nello sviluppo della potenza (a^ by c^^ è dato, come segue facilmente dalle cose 
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dette nel §. Il da : 



^a^-f'ti-^3_^j y^ (- 



'* ^ ^ "* Z^(?,+/c)!(p,+A}!(p,+k)!(T,-A)!(.,-fc)l(<r,-fc)! 



dove p è t( più }>(ccofo dei tre numeri p« , Pi , ps , e a il più piccolo fra 0^,0^, e,. 
Poiché 

Pj = a,!a,!a,!p,!pj!p,!-^,!Yt!Y3! 

è sempre diverso da zero, concludiamo clie u'"/'^ sarà diversa da zero ogniqual- 
volta non sia, so>ldi$fatta la condizione : 

L (p,+/c) ! (?,a) ! (?a+fc) ! (r,-fr) ! (',-fc) ! (.,-&) ! " ^- ^"^ 

I p + ^ f I terinim, di cui si compone la somma che sta nel primo membro ed 
i cui valori assoluti noi indicheremo brevemente con 

r_p , f_(p_i) > . . . , r_| , T^, , r, , . . . , t^^i i t^ , (i2) 

godono della proprietà che il quadrato di un termine .qualunque è maggiore del 
prodotto dei due termini fra cui è compreso, cioè : 



In effetto basta dimostrare che: 

! 1 1 



{9-fh)\^'h)^^ (p+/i-l)(t-;tfW (p+;t+i)(,-/i-i)- 
Ora prendendo le quantità reciproche si ha appunto 

Di qui segue evidentemente che per la serie ( 1 2) non possono aver luogo che 
ì tre casi seguenti : 

1® Andando da destra verso sinistra i termini crescono continuamente, 

2^ Essi decrescono continuamente , 

3® Esiste uno ed un solo valore viassimo Tg tale cioè che da T_p fino a Tg 
la serie è crescente e da Tg a T^ è decrescente; e non esiste mai alcun minimo. 
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Kel primo e nel secondo caso la somma dei termini (1*2) presi con segno alternato 
è evidentemente diversa da zero, quindi la condizione (11) non è sodiiisfatta. Quindi 
V esistenza del massimo nella serie (12) è condizione necessaria affinchè la (li) sta 
soddisfatta. 

La (11) è poi in ogni caso soddisfatta dal sistema triplicemente indeterminato 
di valori 

Pi • p2 » Pa » ^f » ^» I ^8 

per cui la somma p + ^j è un numero dispari e per cui le differenze, prese in va- 
lore assoluto , 

''< - ^2 > ^2 - <^8 » "3 - ''l 

coincidono, in un ordine qualunque, colle differenze 

Pi - P2 » P2 - Ps . P8 - Pt ; ■ 

cosicché, riferendosi ai valori più piccoli e supponendo per fissare le idee che la 
coincidenza abbia luogo neir ordine scritto, 

cy, -o = p, -^ , ^, -<J = P2-P , *8-^ = p8-p- (13) 

Ponendo ^ = /i - p la condizione (11) si trasforma in 



fJ (Pi-P+'OI (Pt-P* '»)J (Pj-P+'*)I (',+?-/«)! (^,+p-/»)! ('$+p-/0! 



dove, ora è facile vedere che i termini della serie, si distruggono due a due es- 
sendo essi in numero pari e quelli equidistanti .dagli estremi eguali fra loro in va- 
lore assoluto e contrari in segno. Si ha infatti, poiché p + 1 è dispari ed in virtù 
della (13), 

T - (- ')* 

P-"'-* ~ (p.+a-A) ! (pt+o-Zi) ! (p,+a-/0 ! (--.-a+h) ! ('»-»+/i) ! (-"j-'+Zi) ! 

^ - (- 1)'^ 

(^+P-/») ' ('1+P-/0 1 ('j+p-/') ! (p,-p+/0 ! (p,-p+/0 ! (Ps-P+Zi) ! ' 

= -T», 

e. d. d. , cosicché esisle in generale un cerio numero di forme clemenlari per le 
quali V invariante u"* è idenlicamenle nullo. 

8. Oltre ai numeri 9, , 9i , ... , che si presentano come coefflcieuti delle forme 
VCL. ziz 15 



Digitized by 



Googl^^ 



)(114)( 
elementari q, , qt, ... nello sviluppo della potenza 

(«a' V V' . • • • l^»))" . 

consideriamo anche per ogni forma ft il determinante degli esponenti 



A.= 






> 0» 



/| » ^2 » • • • 9 ^11 



ad essa relativo, i cui elementi soddisfano al problema di partizione di cui ci stia- 
mo occupando. Fra queste due serie di numeri ha luogo (per m > 1) la relazione : 



IcClRtll) 



(U) 



che passiamo a dimostrare con un processo algebrico fondato sopra le cose sopra 
esposte. Eseguendo suir identità 

Tf(lll»fl) 

(oj' a?" . . . a3W)« (a 6 e ... t)*" = J] qrh 
r operazione a viene : 

ii(m.ii) 



Poniamo in questa identità, che deve sussistere anche per valori effettivi dei 
coeflicienti : 

a^ = aj^ = , • , = 64 = bj^ = • . , = Ij = Ij = • . , = 1 
e qualunque siano i ed j 

dopo aver diviso entrambi i membri per (a 6 e ... I). 
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Otteniamo cosi (avendo supposto m > 1) : 






t)Ja,=6<=...=«/')=l. 



Ora dalla forinola (6) si ha 

HO ft e . . . ì)-'«<=^=...=ìf/')=1 



"1 » 



e cosi la (14) resta dimostrata. 
Ottobre 1880. 



«» 



> K 



=3»<*-«>.A,, 
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RELAZIONE TRA DUE DETERMINANTI 

PBR 

ALFONSO DEL RE 

Allievo di 1*^ auno nella R. Università di Napoli. 



Il Sig. V. Eugenio nel IX Volume di questo Giornale p. 67 proponeva a 
dimostrare le eguaglianze 



O* 0* o 1 




o» a* o 1 








o* a» o 


1 




o* o* a 1 


6» 6« 6 1 
e* c« e 1 


= 


6» 6» 6 I 
e» e» e 1 


la 


» 


6* 6» 6 1 
e' e» e 1 


= 


6» 6* 6 1 
e» e» e 1 


d* d» d 1 




d» d» d 1 






d» d» <f 1 




d» d» d 1 




a» a» a» 1 




o' 0* a 1 








6» 6» b* 1 
e* e» e» 1 


= 


6» 6» 6 1 
e» 0* e 1 


2o6c. 








d» d» d* 


1 




d» 


d» d 1 









lab 



Ed il Sig. Garbieri nella sua Tuoria de" Delerminanti dimostra egregiamente 
queste relazioni. 

Non sarà però inutile il mostrare come con assai breve ragionamento si possano 
generalizzare queste relazioni, cioè ottenere una relazione analoga in cui nel primo 
membro liguri un determinante delF ordine n, nel quale gli elementi di ciascuna 
orizzontale sìeno rispettivamente le potenze successive di dati numeri ai,a^,a^...a^f 
da n a zero, ad eccezione di una potenza k, e quindi della forma 



D = 



ai* a,*"* 
a- 



. a,*^« o,*-* 



1 



»-i 



. a, 



k+i 



k't 



. a. 



a/ (!/-• . • . «n*^* a»*-' ... a. 1 



Digitized by 



Google 



)(iny 

Infatti, poiché è evidente che questo determinante dev* essere dìTisibile per tutte 
le dilTerenze' 



ttj - Qi , «5 - Oi , 



, ttj - a, 



«A - <^n-i 



ne segue ch'essa sarà divisibile pel prodotto di questi fiittori, dacché esse sono 
quantità prime tra loro, epperò lo sarà pel determinante 



P = 



I 

(I, 



1 



T.«-* a,"-* 



Or il determinante D è una funzione simmetrica rispetto ad a, , a, ... a^^ del 
grado — 5 — ^-fc, ed il determinante P è anch'esso una funzione simmetrica ri- 

spetto agli stessi elementi del grado ~ , quinili il quoziente di D per P do- 
vrà essere una funzione simmetrica di a^ , a^ ... a^ del grado espresso da 

n(,n + i) , n(n-l) , 



Inoltre n è la più alta potenza alla quale si trovano elevati in D gli elementi 
a, , ^2 ... a^, ed n- 1 è la più alta potenza alla quale sono elevati gli stessi ele- 
menti in P, quindi il quoziente di D per P non conterrà questo elemento che al 
primo grado, onde sarà espresso da 



I ai • a^ 



*«-*• 



Da ultimo paragonando i termini principali di D e P si vede che tanto P come 
Soi-rij*.. «a^./t bisogna assumerli col proprio segno, sicché si ha 



D = P«2a4.o, 



* «II-*- 
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ESERCIZII D' INTEGRAZIONE COL CALCOLO DEI SIMBOLI D'OPERAZIONE 



PER 



R. RUBINI 



1. 

Il Prof. S. Spitzer, i\e\VArcliiv der Malhcmalik und Pliysik (parte 42", pa- 
gina 102), integrò r equazione seguente: 

(1) ^, - 3mx*|^ - 6m(2 - \)x^ - 3m(2 - X)(i - X)y = , 

in cui m dinota uua quantità qualunque, e X un intero assolutamente posilivo. Egli 
ottenne il chiesto integrale, differenziando X— 2 volte di seguito la (1), che in questo 
modo si trasforma nell'altra semplicissima equazione: 

dalla quale , con una prima integrazione, si trae : 






essendo e costante arbitraria, e quindi da questa equazione, con successive inte- 
grazioni, s* ottiene : 

(2) y = [cfiD^-*|e'»^'dx - (X - \)x^'^jxc'^^ àx + (X-l),a;^-»|aj«e^' do? -ec] . 

Questo è bensì Tintegrale dimandato, ma non mostra, a prima giunta, che, 
qualunque sia il valore intero e positivo di X, il numero delle costanti arbitrarie 
non può esser maggiore di tre, come il richiede lordine della proposta equazione 
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(1). Lo stesso autore applica la sua formola (^) ai quattro casi X = 2, 3, 4 e 5, 
e ne ottiene F integrale con tre sole costanti arbitrarie. 

Però si può mostrare, come faremo appresso, mercè 1* integrazione per parti, 
che quei diversi integrali dipendon tutti da uno de' due seguenti : 



I xe*^' dx , |e~*' dx , 



ciascuno accompagnato da una costante diversa; si che aggiugnendo a queste la 
costante e, s* avranno né più né meno di tre costanti. 

Ora noi (più per far chiara 1* importanza del calcolo dei simboli d'operazione) 
troveremo, seguendo le regole di questo nuovo calcolo, Fintegrale della (1), la cui 
forma sarà tale da mostrare che detto numero di costanti arbitrarie non potrà esser 
maggiore di tre, qualunque sia il valore intero e positivo di X. 



Pertanto, secondo le regole del nominato calcolo (*), moltiplicheremo la (1) 
per x^, e poi porremo x = e^ ove l dinota una nuova variabile, ed e la base dei 
logaritmi neperiani, cosi avremo simbolicamente : 

D(D-l)(D-2)y-3me»<D(D-l)j/-6m(2-X)e3'D2/-3m(2-X)(l-X)e«y=:0, 
essendo D = -^. Indi, facendo passare l'esponenziale dopo il simbolo D, avremo (*•): 

D(D < l)(D-2)ì/ 3m[(U-3)(D-4H2(2-X)(D-3)f (2-X)(l-X)]e»^=0 ; 

e quindi, scomponendo in fattori il trinomio di 2^ grado rispetto a D, il quale sta 
nella parentesi quadrata, si ha finalmente per equazione simbolica della (1) la se- 
guente : 

la quale è di forma binomia, secondo la denominazione dello stesso 6 oo le, autore 
di questo metodo d'integrazione. 



(*) Boole, A treaiise <m differential equations, 2* ed. pag. 412 e seg. 

Rubini, Complemento al calcolo infinitesimale, pag. 60 e seg. 
(**) Boole, Op. cit. pag. 413. -Rubini, Op. cit. pag. 60, 
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3. 

Per trovare ora la soluzione di questa (3) è d*uopo, secondo le leggi del cal- 
colo che adoperiamo, supporre X delia forma de' multipli di 3, cioè supporre : 

X = 3v , X s= 3v + I , X = 3v + 2 , 

ove V dinota un qualunque intero positivo. Nel primo di questi casi, la (3) diviene: 

W ^ **"* D(D-l)(D-2) « y-"' 

e poiché i due fattori simbolici : 

D -' 3v - 1 D - 3v - 2 

D-1 ' D-2 

sono della forma j: — r , e soddisfanno alla condizione a - b = ad un multiplo di 

U "T 

3, cosi, giusta le regole del più volte nominato calcolo, si può prendere per tras- 
formata della (4) la seguente equazione : 

(5) v-3m^e»»t;=V, 

essendo v una nuova funzione, collegata alla primitiva y mercè la relazione : 

(6) «-P (D-3v-l)(D-3v-2) 1 1 

^ ' » » (D-l)(D-2) (U-l)^D-i)...(D-3v+2) (D-3)(D-5)...(D-3v+l) ' 

ed il secondo membro Y collegato al secondo della (4) con la relazione : 

si che la trasformata (5) è propriamente della forma : 
(6') «-3m-^e»'t) = 0, 



vero : 

dv 



3mc" = 0. 

01 
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Integrando quest'equazione si à: 



0) 



« = ce' 



essendo e una costante arbitraria. E ponendo questo valore nella (6) risulta : 

y ^ (D-l)-VD-4r'...(D-3v+2)-».(D-2)-»(D-5r'...(D-3v+l)-« ce""**, 
vero (Rubini, op. cit , pag. 28): 

(8)y=cj 

[ + p;^ et'/e-«e'»***dt+j5|g-^ e»f e-i'e-^W.-.+i^^^ 



in cui 



(9) F(D) = (D-l)(D-4) ... (D-3v+2)-(D-2)(D-5) ... (D-3v-H). 



Posto ciò, integrando per parti, si trova dopo v di tali operazioni : 



r * w _ 1^ j^_2 + (3^_2j(3^_5) + (3v-2)(3v-5) (3v -8)^* 



(10) 



^(Sv-anSv-S)...?.*]" +(3v-2)(3v-5)...1.4j* '' °'' 

U-.).e"*»'dl = -r?:^'+ Srng^':::!!!,^ (3m)«e-(«v-») > 
i L 3v-l ^(3v-l)(3v-4)^(3v-l)(3v-4)(3v-ir 



(3my-* e-'« 1 ^1, (3» n y f , ^j« 

■*■ (3v-l)(3v-4)...5.2J * "^ (3v-l)(3v~4)::X2Ì '^ * *"*' 



e però riducendo mercè queste due forinole gl'integrali cbe sono nella (8), s'ot- 
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tiene un risultamento, che può essere cosi ordinato : 

y = 

I y( L__+^_L__\ 

^» V(3v-2)F'(3v-2) ^(3v-l)F'(3v-l)/ 



— c^ 



n*jA(3v-2)(3v-5)F'(3v-2) ■•■ (3v-l)(3v-4)F'(3v-l)/J '"**'" 

^L A V(3v-2)(3v-5)(3v-8)F'(3v-2) "*■ (3v-l)(3v-A)(3v-l)F(3v-l)/J^^"*^'*'** 



«s< 



'L(3v-2)(3v 5)...7 -ÌF'CSv^ ■*" (3v-l)(3v-4)...5.2F'(3v-l)J^^"*^*''*'^"''* 
^H^,(3v-2)(3v-5)...7.4F'(3v-2)JW " *"+^V 

^HA(3v-l)(3v-4).:.5.2F'(3v-l)JV/ * * <!' + <'.;• 

Rimettendo x in luogo di e', e quindi dx in luogo di e'd(, e ponendo C| , Ct 
invece di cC, , cC, , avremo finalmente per integrale della proposta (1) , nel wao 



in cui X = 3v 
, (11) 



y= 



— e 



^i V(3v-2)F'(3v-2) "*" (3v-l)F(3v-l)/ 
■•■ L^« \(3v-2)(3v-5)F'(3v-2) "^ (3v-l)(3v-4jF'(3v-l)/J ''"^ 
L<^j V(3v-3)(3v-5)(3v-8)F'(3v-2) ■*■ (3v-l)(3v-4)(3v-l)F'(3v-l)/J^^"*^*** f 

' ^ L(3v-2)f3v-5)...7 .4F'(8v.-2) ^ (3v-l)(3v-4)...5.2F(8v-l)J^ ' 

-[i:: „.-»„3,T.?;::r..j (°/--"--) 
4s: (s.-„j!r;'.!T» iirrj('p^^'.)- 
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4. 
Se X = 8v + 1, l'equazione simbolica (3) diviene particolarmente : 

y '^ D(D-i)(D-.2) ^y-^^ 

onde, per ragioni sopra connate, bisognerà prendere per trasformata di quest'equa- 
zione la seguente : 

V - 8m g— ^ c«^ V = , 
Tero : 

e questa integrata dà : 

V = c e* e 
essendo e una costante arbitraria ; quindi : 

D-3V-.8D-3V-2 

«=^'— D Brr2-^= 

D-*(D-3rHD-6n '.. (D~3v)-«.(D-2r«(D-5r* ..• [D-(3v-l)r*ce«c""*\ 
o sia, ponendo : 
(12) F(D) = D(D-3)(D-6) ... (D-3v).(D-2)(D~5)(D-8) ... [D-(3v-l)], 

quindi, riducendo quest'integrale mercè le formolo (IO)i e poi rimettendo x in luogo 
di e' e àx in luogo di e'd(, avremo per integrale della proposta, nel caso di 
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(13) y = 

I l '-'i \(3v-2)F'(3v-l) ■*' (3v-l)F'(8v)/J'" 
"•"L ^i\(8v-2)(8v-5)F'(3v-l) "^ (3v-l)(3v-4)F'(3v)/J ^*"®* 



-e 



L^,\(8v-2)(3v-5)(3v-8)F'(8v-l) "'' (8v-I)(8v-4)(3v-7)F'(3v)>'J ^^'"^ 



•a;' « 



L(3v-2)(8v-5)...l .4. lF'(8v-l) ^ (8v-l)(8v-4>...5.2F'(3v)/J'' ' 
+ [^! (8v-2K8v-5>5iaTir(8v-l) ]G^^^^ 
. + [p|o) ^' I! (8v-l)(3S)T5.2F(3v) ]GA'^ *^ + '^)' 



Finalmente se X = 3v + 2| Tequazione simbolica della (1) 6: 



li - dm ; --^ e*' ti = u, 

^ D(D-l)(D-2) ^ ' 



la sua trasformata è 



V - 3m j— ^ e»< « = , 



che ridotta a forma differenziale e poi integrata dà ; 

V = e e** e"*' 
e la relazione tra le due funzioni è cosi espressa : 



!/ = Pi 



D-3V-3 D-3V-4 
D D^T"' 



= D-*(D-3)-HD-6)-»...(D-3vr''{D-l)'*(B-*r'(D-lr«...(D-3v-ir'cc«e»' ; 
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e però, eseguendo quest'integrasione come nei due casi precedenti, e ponendo: 

(14) F(D)=D(D-3)(D-6)...(D-3v) .(D-1)(D-4)(D--7)...(D -3v-l), 

si trova che, nel caso di X=:3v+2, l'integraìe della proposta (1) è dato dalla fotmola 

(15) y = 

L^A(3v-2)F'(3v) ■*"(3v-l)F'(3v+l)/J "* 
^L^.V(Sv-2)(3v 5)F'(3v) ■*" (8v-l)(3v-4)F'(8v+l)/J *"""' 
L-'«\(8v-2)(8v-5)(3v-8)F'(2v) ■*" (8v - l)(8v - 4)(3v -7)r(8v+l)/ J^**"^*** 



-e 



+r ì + 

L(8v-2)(8v-5)...l . 4 .1 F\3v) ^ 



(3v-l)(3v-4)..8-5.?F'(3v+1) 



](Smr'a>'»*+») 



.nix* 



+ [fxÒ) + S, (3v-2)(8v-r)LT-4.1F'(3v)] Gj°^^'"' ^ + '^O 

+ Lf'(1) + A(8v-l)(8v-4)...8.5.2F'(3v+l)Jvj'' ^ + '^*J- 

Dalle tre forinole (11), (13), (iS) ben si scorge che l'integrale dell'equazione 
proposta non contiene più di tre costanti, quante ne sono richieste dall'ordine 
della stessa equazione data. 

6. 



Passiamo ora alle applicazioni, e supponiamo primamente X=:3. In questo caso 
le formolo da adoperare sono le (9) e (11), postovi v= 1. Onde avremo : 

F(D) = (D-l)(D-2), 
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e quindi: 

F'(l)::.i , F'(2) = l. 

y*r i_ 1 ■i__i_ 1 _ i__i 

^1 L(Sv-2)F'(3v-2) ■*" (3v-l)F'l8v- l)J ~ F'(l) '^ 2F'(2) ~ ^ +2 " -J ' 

^t (8v-2) . . 4-1 F'(8v-2) ~ F'(l) ~ ' 

2" (8m)''ae»''-« _ 3ma!« _ 3 , 

i(3v-l) ..5.2F'(3v-l)~2F'(2)~2"'® ' 

e con ciò la formola (11) darà per integrale della (1) nel caso in questione : 
(o) 2/ = 5 ce"** - 3cmx (jxe"*' daj+c,j + s cma*n e"** dx+c, j 

= cf e"*' -emxjxe"** dx+8njx»j e"*' dx j + C,x + CjX» , 

1 S 

avendo messo C C, 0^ rispettiTamente invece di ^ e, 3ntc, , s ^Ct- 

Se X = 4, converrà far uso delle formolo (12) e (18) postovi v= 1, e si à: 
F(D) = D(D-3).(D-2), 
F'(0) = 6 , F'(2) = -2 . F'(3) = 8, 

L^t l(8v-2)FX3v^ ■'■(3v-l)FX8v)/J^'^\FX2)'^ 2F(r)/'""\ 2 ''" 6/*~"3* ' 

y" (3fn)''x'"'-' - ^"""* -- 8*»oe* 

^i(3v-2)... A-lF'(8v-l)"'F'(2) " 2 ' 

1 yv (8n»)^x»^ ^^ .^rnx'^i 

F'(0) "*" ^1 (8v-l) ... 5-2F'(8v) ~ 6 2F'(3) 6 ^ ^ '' 

(6) y = (axe"** - 9mx»|xc""' dx + [ I + 8mx»] | e"** dx) 

+ C,x» + C,(« + 8fnx»), 
avendo messo C , C| , C^ in luogo di « e , - 9c,m , e». 



Digitized by 



Google 



)( «21 )( 
Se X = 8, dovransi adoperar le forraole (14) e (15) facendovi vs=l, con che si à: 

F(D) = D(D-8).(D-l)(D-4), 
F'(0) = -12 , F'(l) = 6 , F'(8) = -6 , F'(4) = 12, 

^t l(3v-2)F(3v) ^ (3v-l) F'(3v+l)J ~ \ 6 ^ 24/ 24 ' 

F'(0)^'-^i(3v-2)...7-4F'(3v) 12 6 ,.,<.! + omo; ;, 

FU) ^ ^* (3v-l)...5.2F'(3vTr) = 6 + "^r = 24 (*^+3"«b') • 
(e) y = c [sx* e""' -(2+12 mx^) [ose**' àx + (4x + 3mac») fé"** da?] 

+ e, (2 + \2mx'> + c,(4a + 8mx«). 

Le medesime formole (14) e (15) danno benanche l'integrale della proposta nel 
caso di X = 2, corrispondente a v = 0. Con questa supposizione, sia: F(D)=D(D-1), 
F(0)=-1 ,F'(1) = 1, le somme S s'annullano, e risulta: 

(d) 1/ = - e n aje"** doB + e,) + ca; (/«"** d» + e,) 

= e (xje'^ àx -jxe'^ àxj + 0, + C^. 

Tutti questi integrali (a), (6), (e), (d) sono riportati nella citata nota dello 
Spitzer, che li trae dalla sua formola (2), od operando ogni volta l'integrazione 
per parti. Noi qui aggiungiamo anche il caso di X=6, o vero v=2, pel quale caso 
conviene far uso delle formole (9) e (11), con che si à: 

F(D) = (D - 1) (D - 4) • (D - 2) (D - 5) 

F'(l) = -I2 , F'(2) = 6 , F'(4) = -6 , F'(5)=12, 

VY 1 1 \ 1 1 1 1 _ 

^i\(8v-2)F'(8v-2) "^ (8v- 1 )l<"(3v-l)/ " F'(l) ■*" 4F'(4) "*■ 2F'(2) "^ 5F'(5) ~ 

-1.1= 1 
~ 60 24 ~ 40 • 
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^tV(8v-2)(3v-5)F'(8v-2) "^ (3v-1)(3v-4)F'(8v-l) ~ 4F'( 



1 



«/*.! 



Smx (3m)*x 



1 1 

~4F'(4) ' 5-2F'(5)'' 




^ 4. 1 - 

" 24 "^ 120 ~ 


1 
80' 


3»naj (Sm)» x* 




" 12 24 ' 




Smx* (3m)»aj» . 





12 



2Y (3tn)^x»^'« \ 3/3 

«\(3v-9) ... 4-1 F'(3v-2)/ " F'(1) ' TW 

Z^ (3m)^x»^--* Smx^ (3m)»a? » _ 

« (3v-l) . . . 5-2 F'(3v-1) "2F'(2) "^ 5.2F'(5) " 

+ e, (lOmx + 1 5m*aj*) + c^ (1 Omac* + 8m*x*) , 

8 

avendo messo e e e, rispettivamente in luogo di lon ^ ^ ' ^*' 



E Io stesso calcolo de' simboli s* applica egualmente al caso in cui X è un nu- 
mero essenzialmente negaiivOy vale a dire nel caso in cui Fequazione da integrar è : 

(*6) U-3mx«gj-6m(2 + X)aj||-8m(2 + X)(l4-X)t/ = 0, 

e X è intero esclusivamente positivo. In questo caso, operando come si è fatto sulla 
(1), si trova che Tequazione simbolica della (16) è la seguente : 

Supponiamo primamente X = 3v , e poniamo : 
(18) y = e-^*tt = e-»^'tt, 

alloca si à una prima trasformata della (17) espressa cosi : 

^'^> "-«'" (D-3v^^-8!Ì'ÌkD-8v-2) ^''* = <>' (Rubini, op. cit. $ 85). 

Per troyare la soluzione di quest'equazione, converrà» per ragioni sopra dichia- 
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rate, prendere per sua trasformata la seguente : 

(20) v^8mj^-i^e*«v = r, 

con le condizioni : 

(21) ■ 

[f=P3^^JJ^. 5^^0=(D-irKD-4)^^ 

Questa seconda equazione dà : 

V = C,e'+ 046* + ... + C„_,e(»^-«)*+ C,e**+ C,e»*+ ... + Cjv-ie^»'-*^' , 

dinotando le G costanti arbitrarie. Però non occorre prender tutto intero questo 
Talore di V, sibbene due soli termini, uno della prima, l'altro della seconda serie, 
i quali introdurranno due costanti arbitrarie, e la terza sarà data dalla integra- 
zione della (20) che è di 1* ordine. Pertanto, prendendo le due soluzioni partico- 
lari C5y«,e^'^"*)S0,v-i e^*^"'»^*, e scrivendo per semplicità c^ e Ci invece di Cty«t,C,y.i, 
porremo : 

V = c,e(»^*>'-*-c,e<»^-*)*; 

con ciò la (20) diviene successivamente : 

t, « 8m ^^ e»' I? = Ct e(»^-«' + e, e^»^-*)' . 

^ - (3v + 3mc»0 '^ = (|- - 8v) (e, e(»^-»)' + e, c^»^-')*) , 
(22) ^ " (^^ + ^^^'^ t? = - e, c<»^-«)i - 2c, et«^-*)'. 

Quest'equazione lineare di P ordine integrata dà: 
t? = - e, 6»^' e**'* (f e-' e-"^''d« + a)- 2c, c»^« e'^^^i^je'^'e-^'^* di + b) 

= c»^*e'"«*Yc,|c-'e-"*'*dl + 2cj|c-*'e-"*'*'d«) + c,e«^«d"»''' 

ove CijCjjCj stanno in luogo rispettivamente delle tre costanti -Ci, -c^, -(aCi+SbCj). 
voii. XIX, 17 
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Integrando per parti si à finalmente 



(23) V = 3me»^*e*^^'(c,|e»*e-"*'* il + cJc'e-'"«"di)-C4e(»^-*)«-c,et*^-*>^+Cj 



e»^'e**'*. 



Trovato cosi il valore di i?, lo si sostituirà nella prima (21) per avere il va** 
lore di u. Giova però dar primamente a quella prima (21) una forma differenziale 
più conveniente : ciò s'ottiene osservando che, secondo una legge fondamentale de| 
calcolo de' simboli, si à: D - m = e*"* De"^"*S quindi quella prima (21) diviene suc- 
cessivamente : 

u = c'Dc"'- e**De"**.. .et»^-*)'De-(»^-*^*- c*'De-*'- e»'De"''. . .e<»^'«>'De-^'»^-*)' v 
= c~** • c»*D • c»«D . . . e«'D • e'^*^" »^* • e"' • e« D • e>«D . . . e»'D • e"^^^"*^^ v 
= e"*'(e»'D)^e""(»^"*)'-e-*(e»'D)^ c-(»^-«)'v. 

Pertanto rimettendo x in luogo di e* nella (23) e in quest'ultima formola, ed 

osservando che D = ^ = a r- , risulta : 
di dx 

V = 3maj»' f e Jxc-*^ ix + c^je-"^ dx)-c,x»^^«-c,a5*^-*+c«e«**e"'*' 

(24) ; 

1 / , d V 1 IV . d \ 1 

Ponendo in questa seconda formola invece di v il suo valore dato dalla prima, 
ed eseguendo le derivazioni indicate, s'avrà ti in funzione di x; dopo di che si so* 
stituirà questo valore di u nella (18), che, espressa in funzione di x diviene : 

(25) y = x-»^tt, 

e s'avrà l'integrale della (16) nel caso di Xc= 3v. 

Analogamente si possono trattare gli altri due casi, cioè quando X = 3v + 1 , 
X = 3v4-2, e si troveranno le formolo corrispondenti. 

Brindisi, Febbraio 1881. 
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SULLA DIFFRAZIONE DEI RETICOLI 



IT O T^ 



DI 



A. MOLLO 



1. Il problema generale della diffrazione dei retìcoli offre cinque casi a con- 
siderare, i quali si possono tutti spiegare mediante la considerazione di una sola 
formola. Ciò è quanto ci proponiamo di far vedere nella presente nota. 

Supponiamo di aTcre un reticolo nel quale tanto gli intervalli opachi che i 
lucidi siano disuguali e variabili senza alcuna legge. In tal caso la formola data 
dair ottica trattandosi di una sola fenditura 



,4x T rr o asenS , V . TT o xsenS , "it 

(l) ^~U ^^^'^ — I — *^J ■^1/ senSic — r — dojj 

diviene 

»+a'+...+aW+<J+d'+...+d(»-*) 



.. + / cos2it r — dxì + 

/o+a'+...+a(»-«)-Hlfd'+...+d(»-« * ■" 
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r/"* cBsenS r^-^-a'+d flcsenS 

N sen2Tc — r — dx + / sen2t: — t — daj + ... 






sen 2ic — r — dx 1 



ove conveniamo dì rappresentare con a gì* intervalli lucidi e con d gli opachi. 
Integrando e ponendo per brevità 

Af = Sic ^ sen 8 

^2 = 211 — r — sen8 *\ = 2tc -t— sen 8 

/«x f o a+a'+a"+d+d'+d" ^ ,, ^ a+a'+d+d' ^ 
(2) Aj = 2ti r sen 8 k\ = iz r sen 8 



^^^^^a.fa'4-...4-o(")+d+d'4...+d(-.)^^„^ ^,^_^^,,a4-a'+..4-a("-«)4-d.d>H-+d(::2W 



donde 



fe, — fi = 2tc — r — , ^j — ^'t — 2u — j— - , . . . , hf^^ fc',|_| — 2it — j- — 

avremo 

(3) I = j-j — j^ [(sen*|+sen/p,+...+senfc,^-senA?,'-sen V--—-"SenA?',i_,)* + 

+ (1 + cosk/ + ..• + cos*'^.i - costi - cosl^ - •.. - cos/cj*]. 
Sviluppando e riducendo viene 

a"sen8 



(4) i = — ^^(2n-2co82«?±?-2cosSu"^-2cos2«* 



X 



_2co82Ke!!ip! + 2s) 
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ove con 2 rappresentiamo la somma dei coseni i cui archi contengono tutte le 
d , d' , d'' ..• d^'*"*^ > a , a' , a",..., a^"), le quali quantità essendo variabili senza legge, 
i coseni Tarleranno senza alcuna regola tra + 1 e - 1, e però il £ può trascurarsi, 
onde viene 

\P) I = cr; — r?(n-cos2Tc-^;^ cos2tc— r ... -cosati — r ) ' 

^u*sen*o \ X X X / 



la quale espressione quando l'irregolarità è completa non esprime nessuna legge 
fisica; e il Fraunhofer ha con numerose sperienze provato che tutti i valori si 
confondono, e il reticolo non presenta che una striscia biancastra perpendicolare 
alla direzione dei solchi. 

2. Se a = a' = a" = ... = aW, cioè se gl'intervalli lucidi sono eguali, la (5) 
diviene dopo tutte le trasformazioni 



(6) I=na*« 



, a sen S 
sen* it — r — 

u* g* sen* 6 
X* 

« a sen 
sen* Tc — r- 

la quale paragonata colla formola 1 = a* ^^ , che si ottiene integrando la 

X* 
(1), fa vedere che l'intensità luminosa quando gli intervalli opachi sono variabili 
senza legge è n volte maggiore delF intensità luminosa nel caso di una sola fendi- 
tura. In altri termini l'intensità è proporzionale al numero delle fenditure. 

3. Se d=^(i' = (!" = ... = d^*~*\ cioè gli intervalli opachi eguali, ponendo mente 
alle (2), trasformeremo la (4) nell'altra 

I = ,~r^^ (2n--2(n- 1)cos2t: ^4?^ + 2S') 
ili* sen* 8 \ X / 

e disprezzando £', abbiamo 

. dsenS 
2X* ^sen*ic-^ 

^■'4Tt*sen«5"^^'*"^'^^' T:*d*'SSi?r 
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potendosi trascurare il 1^ termine rispetto al 2^^, si ha , 

. dsenS 
senile — ^ — 

(7) I = (n-l)d* 



. d*sen*8 



la qnale paragonata colla stessa formola precedente nel caso di una sola fenditura, 
fa manifesto che il fenomeno segue la medesima legge, colla differenza che 1* in- 
tensità luminosa sarà (n- 1) volte maggiore. In altri termini l'intensità luminosa 
è proporzionale al numero degli intervalli opachi. 

Combinando quest'ultimo risultato col precedente del n^ 2 è agevole dedurre 
una proposizione importante conosciuta col nome di principio di Babinet. 

4. Se nel contempo a^a' = a"=: ,.. -^ at'*^ e d = d' = d" = ... = d""*. cioè tanto 
gli intervalli lucidi che gli opachi eguali, tenendo presenti le (2), la (1) può as 
sumere la forma 

|sen;t,+sen(A|-fA'i)+sen(A,+2V|)-f...+sen[ftt+(n-l)V|l- 
-[sen;t',+sen(A',+A'i)+8en(;t\+2A'i)+...+sen[V,+(n-2)A',]i«+| 
+{cosO+cos(0+V,)+cos(0+2»'i)+...+co8[0-h(n-l)ft'|]- 
V -[cosft|+cos(A,+A'i)+cos(A^+2A\)f...-fcos[A,+(n-l)A\l|« 

la quale, considerando le formolo della Trigonometria (Serret pag. 48) 

nh r n-1 J 
sen 2"®^"I^ + "^M 



1= " 



4ic*sen*3 



8ena+sen(«+;i)+sen(a-f2;^)+...H-8en[tt+(n-l);i]=. 



h 
sen^ 



^ nh r n-l J 
sen-jcos |» + -o-^J 

cosa+cos(a+;i) + cos(a+27i)+. . . + cos[a+ (n-l )h] =^ — 



h 
sen- 



diviene, riducendo e rimettendo per A, e h\ i loro valori 

^ asenS , a-^-d « 
sen*Tc -rr — sen^wc-y— senS 

^^^ ^^^^ Tc«a«sen«5 * ^a+d T 

sen*Tc — =— sen o 
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Studiando la natura di siffatta espressione a¥remo la spiegazione rigorosa del 
fenomeno del reticoli in questo 4^ caso. 

5. Se Unalmente a = a' = a*' = ... = a<*^ = d = d' = d" = ... = dW, cioè gli inter- 
Talli lucidi eguali tra loro ed eguali pure agli opachi, il risultato fisico dato dal- 
l' ultima espressione rimane lo stesso, ma T intensità luminosa è la massima possi- 
bile, giacché la forma della funzione è rimasta quale era, cioè 



, asenS . 2asenS 
sen*K — ? — sen* aie — . — 



[9) I = aV 



Ti*a*sen*3 , 2asen6 

senili — r — 



va 



Sicché, come diccTamo, i diversi casi del fenomeno dei reticoli possono essere 
abbracciati da una sola formola, perchè sono una conseguenza immediata del caso 
generalissimo nel quale tanto gli intervalli lucidi che gli opachi siano tutti diseguali 
e Tariabili senza alcuna legge. Non appena comincia una certa legge nella varia- 
zione degli intervalli, il fenomeno si rende via via sempre più spiccato. 

Napoli 2 Aprile 1880. 
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SOPRi LE PROPRIETÀ GENERALI DEGL'INVARIANTI E DEI COVARIANTI 
DI UNA E DI PIÙ' FORME TERNARIE 



PEB 



GIUSEPPE BERNARDI. 



PREFAZIONE 



La presente memoria contiene la sistematica e razionale esposizione delle più 
notevoli proprietà generali degl* invarianti e dei covarianti di una e di più forme 
ternarie. 

Come i principii nella medesima svolti, cosi le relative dimostrazioni serbano 
un'indole affatto generale, talché gli uni e le altre sono facilmente estensibili al 
caso degl'invarianti e dei covarianti delle forme ad un numero qualunque di variabili. 

Mi furono di molto giovamento in questo lavoro la bellissima nota Sai cova- 
riami delle forme a piv, variabili del Prof. Francesco Brioschl, inserta negli 
Annali di malcmalica pura ed applicala (1858), pubblicati dal Prof. Barnaba 
Tortolini, le pregevolissime LeQons d'Algebre supérieure di 6. Salmon, tra- 
dotte dall'inglese dall'ingegnere Bazin, e sovratutto l'eccellente trattato Tkéorie 
dcs formes binaire» del chiarissimo Prof. Cav. Faà di Bruno, al quale avrò sem- 
pre la più sentita gratitudine per le sue dotte ed accurate lezioni di analisi supe- 
riore nella R. Università di Torino. 

I cultori delle matematiche troveranno certamente molto a ridire sopra questa 
mia nota; tuttavia, trattandosi d'un primo lavoro, mi terrò per soddisfatto, quando 
possano con qualche indulgenza ritenerla non del tutto indegna della loro consi- 
derazione. 



Digitized by 



Google 



I DigitizedbyLjOOQlC 



Sfarzo e Aprile 188!. 



INDICE DELLE MATERIE 

Suir equazione differenziale ellittica; per 6. Battaglini .... Pag» 65 
Alcune osservazioni sulle funzioni punteggiate discontinue; per Vito Volterra. ,» 76 
Sopra un problema di partizione in relazione alla teoria delle forme algebri- 
che ; per Alfredo CapelJ » §7 

Relazione tra due determinanti; per Alfonso del Re . . . . » 116 

Esercizii d'integrazione col calcolo dei simboli d'operazione; per R Rubini. » 118 

Sulla diffrazione dei reticoli; Nota di A. Mollo )) 131 

Sopra le proprietà generali dcgF invarianti e dei covarianti di una e di più 

forme ternarie; per Giuseppe Bernardi . . . . . . » 136 

OOIVOIZIOIVI 

La pubblicazione del Giornale è cominciata con'Gennaio 1863. Ogni due mesi sì 

pubblica un fascicolo di pagine 64 in-8** grande. 
Non si ricevono abbonamenti che per un anno con pagamento anticipato. 

Prezzo per Napoli un anno . L. 12 

)) pel reslo d'Italia (franco) » U 

)) per gli Siali dcir Unione postale » 18 

)) deir intera collezione (1863-1880, voi. 18). . » 170 

Le associazioni si ricevono presso l'Editore Benedetto Pcllera?io, strada di Ghiaia, 60 
in Napoli, al quale dovranno dirigersi le lettere affrancato con vaglia postale. 

Gli artìooli da inserirsi si inviìno a! Prof. GIUSEPPE BATTAGLINI, 
Università di Roma. Per quanto altro possa riguardare la pubblica- 
zione dirigersi al D.' GABRIELE TORELLI presso l'editore BENE- 
DETTO PELLERANO. Napoli. 



Opere vendibili nella libreria Pellerano in Napoli. 

FORTI C. La Teorica degli errori e il metodo dei Minimi quadrati 1 voi. 

in S''. Milano 1880 .' L. 2,50 

REYE T. Geometria sintetica delle sfere e dei loro sistemi lineari, versione 

dal tedesco di M. Misani, 1 voi. in 8^ Milano 1881 . . » 2,50 

FRIZZO G. La Geometria per le scuole tecniche, 1 voi. in i\ Verona 1881. » 2,T5 

MANNllEIM A. Cours de Geometrie descriptive de Técole polytechnique , 
comprenant Ics éléments de la Geometrie cinématique , 1 voi. in 8^ 
con 249 fig. nel testo. Paris 1880 » 19,50 

FIGUIER L. L'année scientiDque et industrielle ; annéc 1880, l voi. in i?®. 

Paris 1881 « 4,00 

MARSANO G. IJ. Note sopra alcuni punti degli elementi di Geometria pro- 
iettiva del prof, L. Cremona, 1 voi. in 8" con tavole. Genova 1878. » 5,50 

DETTI E- Teorica delle forze Newtoniane e sue applicazioni air elettrostatica 

e al magnetismo, 1 voi. in 8". Pisa 1819 » 15,00 

MATHIKU E. Dynamique analytiquc. 1 voi in r. Paris 1818 . . » 16,50 

MOLLO e D'AMOR A. Trigonometria ad uso degli studenti di Liceo, 1 voi. 

Napoli 1880 . . . . » 1,50 

MONTI M. M. (delle Scuole Pie). Brevi cenni di trigonometria piana, 1 vo- 
lumetto con (Ig. Napoli 1889 . . . . . • • » 0,80 

LATRONICO N. Teoria delle serie e>posta secondo i metodi più recenti 1 voi. 

in 8^ Napoli 1818 . » ^^OO 



Digitized by 



Google 



GIORNALE 



. ^ / • 



DI MATEMATICHE 



AD uso DEGLI STUDENTI 



DELLE UNIVERSITÀ ITALIANE 



PUBBLICATO PBR CURA DBL PROFESSORE 
t 

Q. BATTAQLINI 



Volume XIX. -Maggio e Giugno 1881 



^^ NAPOLI 

BENEDETTO PELLKRANO EDITORK 

I.IBRRHIA SOIBNTIFIOA B INDUSTRIA I.R 
Strada di Ghiaia. 60. 

!»ABIGI LONDRA BERLINO 

tjAUTHIBB-VILLARS DULAU and Co, R. FRIBDLANDER und SOHN 

33 Quai (les Augiistins 31 Soho square 11 Carlstrasse 



Digitized by 



Google 



Digitized by 



Google 



r 



)( 131 )( 



§1- 



Preliminari. 

1. Ogni funzione algebrica, razionale, intera ed omogenea di tre variabili di- 
cesi forma ternaria. 

Una forma ternaria , la quale sia scritta coi coefficienti trinomiali , potremo 
quindi rappresentarla colla notazione 

V li^ h k i 

in cui liykyl indicano tre numeri qualunque della serie , I , 2 , . . . n , presi 
anche con ripetizione, tali da verificare l'eguaglianza /i + A; + l = n, essendo n il 
grado della forma. 

Epperò se questa dinotiamo pure col simbolo U, potremo scrivere 



U - f{x, , ac, , cca) = 2] [TT^T ^**' ^** ^** ^a'- 
2. Si faccia nella forma ternaria U una sostituzione lineare 

a j = P2Xt + 9iX, 4- fjXj } . 

ajj = PjXi + g^Xa + rjX, 
Il determinante 



p. 


9i 


«•i 


Pt 


</. 


r» 


Pj 


9s 


^•s 



(t) 



(2) 



(3) 



formato coi parametri p^ , 9o ^i ^^^^^ sostituzione dìcesi il determinante, od il mo- 
dulo della sostituzione. Per lo più lo indicheremo col simbolo A. 

3. È manifesto che per effetto della sostituzione (2) la forma ternaria U si can- 
gerà in un* altra U' del medesimo grado, la quale potrà cosi rappresentarsi 



U' — F (X, , Xj , Xa) - 2j iXÌTÌT ^^'^^ ^* ^* ^* * 



(i) 



TOL. ZIX. 



18 
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ti* dicesi la forma trasformata, o più brevemente la trasformata della forma U per 
la sostituzione ('2). 

É poi chiaro ancora che i coefficienti A della forma trasformata U' saranno 
funzioni omogenee di grado n dei parametri p^ , g,- , r< della sostituzione; pure fun- 
zioni omogenee, ma lineari dei coedicienti a della forma primitiva U. 

4. Proponiamoci di trovare il valore generale d'un coelflcienle qualunque A;^jn 
della forma trasformata U'. 

Poiché si ha 

U' = Ap.X, + q.X, + r.Xj , p^X, + g^X^ 4- r^X, , pgX^ 4- gsX, f r,X,) , (S) 

è manifesto che il coefficiente di X,* X2* X3' in D' sarà pure quello di Xg* X3' nella 
funzione 

f(Pi + 7iX, + r,X3 , P2 + 92Xi + r,X3 , p, + «3X2 + r3X3) . (6) 

la quale s'ottiene dal secondo membro dell* equazione (5), ponendovi X, = 1. 

Sviluppando quindi la funzione (6) col teorema di Taylor esteso al caso di 
tre variabili p, , pj > Pa > tenendo anche presente la relazione (4) , e convenendo 
che il simbolo ((Xo^Xg^)) posto davanti ad un'espressione indichi il coefficiente di 
Xj^Xj' nella medesima, avremo 

L5 A...-//Y kx r 



Li^ li Li *^''" " ((^2 ^-'^^ ^(P^ -^ 9*^« + ^*^» • P* + 92X2 + rA , P3 + 93X2 f rjX,) 

= W^z)) [nPiPx rù-^t^in^'i^'^^'^^^^^^^^^ nPvP2,Pz)] 

=((X.%'))[[^ÌX^ (^*|;^^^c|;+'34)+X3(r. |;+r,A+r3 A)pV(P.,P2,P,)] 

= [IÌlV^*iÌ^"'^^#;'''W V*d^^^'^d^2^'^<^/ r(P, ,P2,P3). 

Ed otterremo perciò da ultimo 

A»=|(„,>.|;.<y(r.|;.r4+r.|-)V(P. . P. . P.)- 0) 

Con processo affatto analogo si otterrebbero le altre due relazioni simili 

A^=|(p.4^p4.P.i|)'('.i+r.4.r.4)'«„ , „, ,.) (8) 
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Le tre espressioni (1), (8), (9) sì possono rappresentare più brevemente, ponendo 



• 



VI a 



=p. 






(10) 



Difatti con ciò esse divengono rispettìTamente 



A»« = ^^P/Q,*/'(r,,r,,r,). 



(Il) 
(12) 
(13) 



Da queste tre espressioni del coefficiente A^j^^ della forma trasformata U' ap- 
pare manifesto come il medesimo sia una funzione omogenea di grado h dei tre 
parametri Pi , Pt > Ps ^^^^^ sostituzione , pure omogenea- di grado k degli altri 
9i > 9i > 9s ) 6 finalmente omogenea di grado { degli ultimi r^ ,rxy fj. 

5. Si operi ora col simbolo Qp , ad es. , sopra il coefficiente k,^u della forma 
trasformata U'. Avendo riguardo alla sua espressione (11), potremo scrivere 



Qp(A»«) = 



= Qp*^'Rp'/'(p..P,,P5). 



(14) 



Ora la stessa relazione (H), cangiandovi h in /i- 1 e ft in fc + 1, il che è le- 
cito, dà evidentemente 

\h-\ 



Aft_,.k+,,, = ^=^ Qp*^' V /"(P, , P. , P,)- 

Quindi avendo riguardo a ciò, la (14) si potrà così scrivere 

Qp(A*»,) = /iA».,,k^,,,. (15) 
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Operando invece col simbolo Rp , si avrebbe manifestamente 

Rp(A*„)=ftAA.,.*.M. (16) 

Operando poi succe^8ivamente e separatamente coi simboli P, , R, sui due 
membri della (12), e cosi cogli altri P^ , Q, su quelli della (13), si otterrebbero 
due altre coppie di equazioni analoghe alla coppia (15), (16) ora trovata. 

Le sei equazioni testé accennate sono per ordine 

P, (Aa«) = '=A»*i.fc-t,» Qr (Au<) = l^hM*,l-i ' 

6. Si operi ora invece col simbolo Qp, ad es. , sul modulo della sostituzione 

Pi 9. »•« 
A= P, g, r, . (18) 



Si avrà manifestamente 



Q»(A) = 



P» 
9i 



93 

91 
9t 



9j 9» 



= 0. 



Lo stesso risultato darebbero le operazioni Bp , P, , R, , P, , Q^ eseguite pure 
sopra A ; onde potremo stabilire la relazione multipla 



Qp(l) = Rp(A) = P,(l) = R,(A) = P,(l) = Q,(A) = 0. 
1. Si ponga ora per brevità 



(19) 






É9'd^ = Q . 



(20) 



S 

2 
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e si operi coi tre simboli P, Q, R successivamente e separatamente sopra un coef- 
ficiente qualunque kf^f^l della forma trasformata U'. 

Ricordando ciò che fu detto alla fine del N® 4, ed applicando quindi il teorema 
d'Eulero sulle funzioni omogenee, avremo manifestamente 



P(A,,,) = hAH, 



(21) 



Cosi pure essendo il modulo A della sostituzione una funzione omogenea li- 
neare tanto dei parametri j>i , P2 » Ps » quanto degli altri 9» , 72 > 9» » come degli 
ultimi fi , ^2 , fj , potremo scrivere 



P(A) = Q(A)=R(1) = A. 



(22) 



8. Essendo sempre (2) la sostituzione lineare operata nella forma ternaria U, 
e A indicandone il modulo, se si pone 



ac, 7i ^1 
Aj= Xt ?i fjj 

aJs g» ^s 
ne risulta generalmente 



A2 = 



Pi «f r^ 
Ps aJs n 



A,= 



Pi 9i 35, 

Pi 92 ajj 
P» 93 ajs 



(23) 



X,= 



^A, 



(24) 



9. Si applichi ora l'operatore Qp sopra ambo i membri di quest'equazione ; 
si avrà 



ossia 



od ancora (19) 



Qp(X.) = Q,(^), 






«,(X,) = ^'. 



Facendo quindi successivamente in quest'equazione s = 4, '2, 3, ed osservando 
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che dalle relazioni C23) si deduce manifestamente 

Qp(A.) = Qp(A0=-4, Qp(4,)=0, 

potremo scrivere 

Qp (X,) = Qp (X») = - X, Qp (X,) = 0. 

Operait'lo poi cogli altri cinque simboli Rp , P, , R, , P, , Q, successivamente 
separatamente pure sopra ambo i membri dell'equazione (24), si otterrebbero ri- 
sultati analoghi. Scrivendoli tutti ordinatamente, avremo 



Qp(X,) = 
P,(X,)=-X, 
Q,{X,)- 
n^(x,)= 

P,(X,)--X, 

Rp(X,)= 



Qp(X,) = -X, 
P,(X,)= 
Q,(X^ = -X, 
R,(X,)= 
P,(X,)= 
Rp(Xt)= 



P,(X,)= 
Qr(X^= 

R,(X,) = -X, 

Pr(X,)= 

R^(X,) = -X, / 



(25) 



IO. Operando invece coi simboli P, Q, B (20) successivamente e separatamente 
sopra ambo i membri di ciascuna delle tre equazioni che si ottengono dalla (24), 
facendovi successivamente 8 = 1, 2, 3, pel teorema d'Eulero sulle funzioni omo- 
genee avremo 



P (X,) = - X, 
Q(X,)= 
B{X,)= 



P(X»)= 
Q(X,) = -X, 
R(XO= 



P(X,) 







Q(X,)= 

R(X,) = -X, 



(-26) 



$. U. 
Proprietà generali degl'invarianti d'una forma ternaria 
li. Sia una forma ternaria qualunque di grado n 

C = S [h^ii "**' '"t* *** ^»'- 



(») 
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Si operi in essa una sostituzione lineare (*) 

a5i = p,X, + g,X, + r,X, 
ast = p,X, + g»Xj + rjXj \ , 
»s = P»X, + g»X, + r,X, 



(2) 



di modulo 



A = 



Pi ?i l'i 
P» <lt '•« 
P» 9s »•» 



(3) 



e sia 



u' - 2j (^jIlT Aa« V X,* X3' 



(t) 



la forma trasformata che ne risulta. 

Ciò posto, rappresenti cp una funzione algebrica, razionale, intera ed omogenea 
dei coefficienti a della forma primitiva U, e <I» la funzione analoga a cp calcolata 
sui coefficienti A della forma trasformata U'. Si dirà 9 un invariante della forma 
U, se sarà verificata l'equazione 



0=^11^9 , 



(5) 



nella quale |x rappresenta un numero intero e positivo. Daremo cioè la seguente 
definizione : 

12. Chiamasi invariante d*una forma ternaria ogni funzione algebrica, razionale, 
intera ed omogenea de* suoi coefficienti , la quale goda della proprietà che , ope* 
rando nella forma una sostituzione lineare, la funzione analoga composta coi coef- 
ficienti della forma trasformata sia eguale alla primitiva funzione moltiplicata per 
una potenza del modulo della sostituzione. 

Chiameremo indice dell' invariante T esponente del modulo nelF equazione (5), 
e per lo più lo indicheremo con pi; il grado dell'invariante invece lo indicheremo 
generalmente con r. 

13. Teorema. L'indice ijl d'un invariante dì grado r d'una forma ternaria di 



(*) Nella teoria degl'invarianti e dei covarianti si debbono sempre considerare 
sostituzioni lineari di modulo diverso da zero. 
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grado n è dato dair equazione , 

Dimostrazione. Dìfatti 4» è manifestamente una funzione omogenea di grado r 
dei coefficienti A della forma trasformata U' ; ora questi sono funzioni omogenee 
di grado n dei parametri della sostituzione (N** 3), dunque O è una funzione omo- 
genea di grado nr dei medesimi. D^altra parte A'^9 è necessariamente una funzione 
omogenea di grado Spi dei suddetti parametri; dunque, avendo riguardo ali* equa- 
zione (5), potremo scrivere 

3iJL = ?ir, 

donde 

nr 

Corollario. Le forme ternarie, il cui grado non è multiplo di 3, ammettono 
solo invarianti di grado multiplo di 3. 
14. Si consideri un termine qualunque 



T = C>a\^ a*\'f,'i' 



d'un invariante d'una forma ternaria. (C è un coefficiente numerico). 
Chiameremo peso del termine T la somma 

hi + h'L' -f = 2/i(. 

Ciò posto dimostreremo il seguente 

1S. Teorema. Il peso dell'invariante d'una forma ternaria è costante ed eguale 
all'indice del medesimo. 

Dimostrazione. Si faccia nella forma U la sostituzione lineare 

052= Xj 
®3 = X3 , 



il cui modulo è 

Sarà per definizione 



* = XV (7) 
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Ora per la suddetta sostituzione si ha manifestamente 

per cui il termine qualunque T sopra considerato dell* invariante f diverrà 
neir invariante della trasformata, e perchè 9 possa riprodursi, dovrà necessaria- 

Thl 

mente risultare X fattor comune a tutti i termini di <^, cioè si avrà 

* = <pX . 

Paragonando ora questa relazione colla (1), ne risulta. 

IM = [X 

Osservazione. Con procedimento affatto simile a quello seguito nella prece- 
dente dimostrazione, ricorrendo alle due sostituzioni lineari 

a?, = X| [ fiC| = X, 

«8= X3 \ 0:8 = ^X5 

si verrebbero a trovare le altre due relazioni 

W + fcY-f . . . =It( = |JL lt + l'l'+ . . .=I« = ;/. 

Cosicché si avrà 

lhl = lkt = ZU = \k (8) 

relazione importante. 

16. Teorema. La somma algebrica dei coefficienti numerici d*ogni invariante 
d'una forma ternaria (1) è nulla. 

Dimostrazione. Poiché supponendo eguali all'unità neir invariante tutti i coef- 
ficienti della forma, il medesimo riducesi alla somma algebrica de* suoi coefficienti 
numerici è chiaro che per dimostrare il teorema basterà provare che ogni inva- 
riante 9 della forma ternaria 

è identicamente nullo. 

VCL. zix. f9 
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Si faccia perciò nella stessa la sostituzione lineare 

ajj = (l - X)X, + X2 

il cui modulo è 

A = X. 
Si avrà per definizione 

* = X»^(p. (9) 

Oni la trasformata della forma considerata è manifestamente 

(x, + x,+x3r. 

da cui appare come sia 

^kki = ^ = ('hki ; ^k'k'v == 1 = o^h'kr ; . • • • 
Quindi sarà in questo caso 

* = ©, 
ed avendo riguardo a (9) 

equazione la quale (essendo sempre v. diverso da zero) esige sia identicamente 

9 = 0. 

n. Teorema. Ogni invariante 9 d*una forma ternaria soddisfa alle seguenti 
tre equazioni a derivate parziali 

V, <*? 
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Dimostrazione. Si consideri un termine qualunque 

T = Ca^«a*W^ 

dell' invariante ?, e si operi sul medesimo col simbolo 

d 



2a ''^ 
Si avrà manifestamente (N* IS) 



"'''da. 



hU 



.hai. 



= (hl + ia'+ . . .)T = |iT, 



e ciò accadendo per ogni termine di 9, si potrà scrivere 



Z l^hki 



dlT 



= P^ST, 



ossia 



la quale equazione è precisamente la prima delle (10). 

In modo analogo si trovano le altre due. 

)8. Teorema^ Ogni invariante 9 d*una forma ternaria soddisfa alle seguenti 
sei equazioni a derivate parziali 



2 ''"*-«•»-'.' dH^=° 

2d9 



*A*< 



\ 



V d? 



(11) 
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Dimostrazione. Si faccia nella forma U la sostituzione lineare 

il cui modulo è 

Sarà per definizione 

* = <p. (12) 

Ora la trasformata della forma essendo in questo caso 



u' = S ixjfrr ^z»*' '^•^ (^^ + ^^*>* ^»'' 



\ji[k[i 

e sotto la solita forma 

"' "^ ^ liil^LL ^'^ ^** ^** ^'' ' 
se ne deduce assai facilmente 

da cui 

AAw = Owt/ + /iaA.,^fc+,^ie+ + M,e\ (13) 

essendo manifestamente il secondo membro di quest' eguaglianza un polinomio or- 
dinato secondo le potenze ascendenti dì e. 
Se quindi rinyariante considerato era 

9(«ft« » »A'*T » )» 

risulterà 

ossia, sviluppando il secondo membro col teorema di Taylor esteso al caso di 
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più variabili , 



* = 9 ^ e 2] fta^.,,,.,,, ^ + M, 6» + M3 e» + 



M2 , H3 , . . . essendo funzioni dei coefficienti della forma ternaria considerata. 
Paragonando ora questa eguaglianza colla (12) si ottiene 

e5]'ia;^-M+M^ + M,£« + M3e»+ =0. 



da, 

E siccome quest'ultima relazione deve aver luogo per qualunque valore di e, 
saranno nulli tutti i coefllcienti delle diverse potenze di s nel primo membro della 
medesima, quindi si avrà in particolare 



2]'^"*-..»-.*^=o. 



eh* è appunto la prima delle equazioni (11). 

Per trovare poi le (altre cinque basterebbe ricorrere alle altre sostituzioni 
lineari 



aj,=X, 


X^=X, + 6X2 


x,-X, 


aj,=X,+eX3 


aj4=X, 


a;,=X, 


aj,=X, 


aj,=X, 


aj^^Xj 


ajj=X4+eXs 


a55=6X4+X3 


x,^X, 


a58=cX,+X3 


a53=X3 


aJ8=X3- 



Osservazione 1*. Le sei equazioni (11) valgono solo pel caso in cui la fórma 
ternaria, alla quale si riferisce l'invariante 9, è scritta coi coefficienti trinomiali. 
In caso diverso le medesime vanno lievemente modificate. 

Per trovare questa modificazione basta osservare che la forma ternaria 

2]«Awa5,*aj2*X3' 
si può scrivere coi coefficienti trinomiali cosi 

y_ln_ LMML_ ^A^fc^i 

Allora le relazioni (11) diventano applicabili, e facilmente si vede che nelle 
medesime si dovrà porre in generale *^ , ^ afj^i al posto di a^^. Facendo questa 
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sostituzione nella prima, ad es. , si ha 






df 






--0. 



ossia 



e riducendo 



^ n UìTo: "*-'.»*«.' d^;;;^-"' 



Z(fc + 1)«.-MH.,^ = 0. 

Si avrebbero risultati analoghi perule altre relazioni (il). 

Le sei relazioni risultanti dalla suddetta sostituzione sono ordinatamente 









l 



2]a + ')«M-M..,7£=o 



iij 



d«A»< 



(14) 



le quali valgono pel caso più generale. 

Osservazione 2*. Le relazioni (l!) o le (14), secondo i casi, possono servire 
pel calcolo dei coelllcienti numerici dell* invariante, una volta che se ne conosca la 
forma letterale dei termini. 

{coniinua) 
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SULLA TEORIA DELLE BASI GEODETICHE 
ITO T^ 

DEL 

Prof. ENRICO PUCCI 



I. Una base geodetica si compone in generale di uno o più archi di sezione 
normale secondo il metodo che si segue nel tracciare il suo allineamento: nel suo 
computo si fa astrazione dalla ellissoidicità della terra ; si sostituisce poi nei calcoli 
Tarco della geodetica che ne congiunge gli estremi. É noto come si dimostra che 
questa sostituzione non introduce errore sensibile nei resultati : ma per la rigorosa 
teoria delle basi presenta qualche interesse il ricercare il valore analitico delV er- 
rore che si commette considerando la superficie terrestre come sferica nella zona 
dove la base è stata misurata : tanto più che una tale ricerca conduce ad una 
formula che serve di fondamento alla teoria della livellazione trigonometrica. 

Sia M un punto della superficie matematica della terra (si ritiene qui per su- 
perficie matematica della terra T Ellissoide di Bessel, e per superficie fisica il 
Geoide), cp la latitudine geodetica di questo punto, ól T azimut formato in esso da 
una sezione normale che passa per un altro punto A, s Tarco di sezione normale 
MA (*j. L'equazione di questa curva riferita a due assi ox , oy ortogonali nel pro- 
prio piano, coir origine in H, la direzione dell'asse delle y essendo quella della 
normale di questo punto, è : 

(l) x*(1 ~e'+e*cos*9COS*a)-[-2/-(l-c*cos*9) -2e*a?t/sen9COS9COsa — * ag=0 

Vt-c*8en'9 

ove a ed e sono il semiasse maggiore e T eccentricità dell* Ellisse meridiana (**). 



(*) li lettore è pregato di fare la figura. 

(**) Bueyer. Dos meyen auf der SpUroidiachen Er doler fioche. 
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Consideriamo un cerchio di raggio r^ tangente in H alla sezione normale MA : con- 
giungendo il centro C col punto A si limita sul cerchio un arco MB = a, che dire- 
mo corrispondere ali* arco 3. 

Riferendo ora la sezione normale ad un polo C e all'asse polare CA, e chia- 
mando r , fa) le coordinate polari correnti è facile vedere che si ha 

a? = r sen w 

2/ = r, - r cos u> 
e sostituendo nella (I) posta per brevità sotto la forma: 

Aj/* + Boj* - Casy - Dy = 
troveremo : 

(2) F=r*(Acos'fa)+Bsen*fa)+C8eniocosu>)+r((D-2Aro)cosai - CroSenw)+Aro*-Dro=0, 

Ci proporremo primieramente di trovare la differenza fra il raggio vettore r 
e il raggio Tq del cerchio tangente e poiché r è una certa funzione di co data dal- 
la (2), avremo per lo sviluppo di Haclaurin 

fdr\ /dV\ fa)« 

ove (-7- ) , (tj—») '••• ^*c- sono le derivate successive di r rispetto ad fa> in cui 
si è fatto 10 = 0. Ricordando che : 

_aF 

dr _ diù 
dr 
si ottiene subito dalla (2) : 

dr _ r } 2(B-"A)sen(ocos(o4C(cos*fa)-sen*fa)) \ - (D~2Aro)sen(o~CroCOSco 

dfa) '^ ~. l I [ ~ ^ (D-*2Aro)costo~CroSenw 
2 (Acos*wf Bsen*(o+Cseniocos(o) + ^^ ? 



che ci dà 



(: 



d(o/o 



<^' (S).-.('-^-) 
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e sostituendo a B , D i loro valori in 9 ed a 



fd^T \ __ f . fo (1 - e* + e* cos*a cos^cp) \/l — e^ sen*9| ^ 

d'onde si ricaverebbe il primo termine della serie che analiticamente rappresenta 
il valore di r. Se il cerchio tangente avesse per raggio la «.ran normale in M, 

si troverebbe sostituendo ad co il suo valore ~ , e notando che i\ = 



^0 Vi— e*sen*9 



0* ^/l — e*sen*9 , . , 

- f = — ^r— 7; ^r-^ e* cos* cos* a 

2a (1 — e*) 



2. Nel caso in cui r„ è il raggio di curvatura della sezione normale in M, e 
quindi il cerchio considerato è osculatore, si ha, come è noto, 

a(l-e*) 

» n — 



l - e* + e*cos' 9 cos*a n/1 - e* sen* 9 
e quindi: 

Deducendo la derivata terza si trova poi : 

(ìPt\ Cto* 4CBrof 
VdoiVo" D D» • 



e poiché si ò visto sopra (2&i8) che: 



ncaveremo : 



e sostituendo ; 



-T"=». 



iBro-2. 

D ' 



/d»r\ 3Cr,« 
Vdo)»/ ~ D ' 



da cui ; 



\du)«; 



Perciò 



\ _ 3e* sen f cos f cos a 
'/ 1 — e* + e* 008*9 co8*a "' 

_ _ e' c^scn^cosy cosa , _ e*o*cosasen2f 

° ~ Ir^ 1 — e* + e*cos*a cos* 9 ' '" ~ 4r*(l - e* + e*co8*9 co8*a) "" 



VOI. XIX, 20 
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Per una lunghezza e di 1.000.000 di nìetri sì trova nel peggior caso, ossia per 
(p = 45^ a = 90^ 

r-ro = 41^65, 

e la parte dovuta ai termini in c^, se si sviluppa il denominatore della precedente 
frazione, ù trascurabilii : si potrà quindi scrivere in ogni caso 

,«^ e*o^cosasen2flp 

od anche 

e*s'*cosasen29 



(4) r - fo - 



4r» 



introducendo in luogo di a Tarco s di sezione normale. Gli altri termini dello svi- 
luppo sono evidentemente affatto trascurabili. 

3. Questa Torniula può servire di fondamento alla teoria della livellazione tri- 
gonometrica poiché dà appunto la correzione da farsi alle differenze di livello per 
la ellissoiJicità della terra, da cui, come è noto, si suol fare astrazione. Si deduce 
che per i comuni lati geodetici usati in tali livellazioni è affatto trascurabile Ter 
rorc comme^jso considerando la terra come sferica. Ilo avuto occasione di mostrare 
in altra memoria per altro come la forma ellissoidale terrestre si fa sentire nella 
determinazione del cosidetto coefficiente di refrazione, e che e indispensabile tener 
per questo nelle osser\ azioni di qualche precisione dei valori variabili secondo l'azi» 
mut del lato geodetico che unisce i punti fra cui si cerca la dilTerenza di livello. 

11 valore r-r^ per un lato di 10,000 metri non è che 0^.00004 nel peggior 
caso: per 100.000 diviene 0^,0416. 

4. Poniamo ora : 

e*sen<pcoscpcosa 



e con approssimazione più che sufficiente avremo : 



dio 



L'elemento dell'arco di sezione normale è dato da: 



ds = v/r(/oi* + (/r* = dw \r^ + \^) . 
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dr 
Perciò sostituendo ad r e -r— i loro valori si otterrà : 

di.0 



e sviluppando in serie il radicale : 

ds^dcoro(l + p(o» + p«A), 

dove A è una certa funzione di to , g, che è inutile per noi il determinare. Inte- 
grando, ricordando che w = — , e trascurando i termini in (o^ , co* ... ctc. sì avrà: 

s = e -f -5--e*sen9cos(pcosa, 
or* 

od anche : 

s - o--r7 — je*sen2cpcosa 

^sen29cosa, 



(5) 

\ S — G -^ -T; ; e' I 



che ci mostra che la difTerenza di lunghezza fra un arco di sezione normale ed il 
corrispondente arco di cerchio osculatore è trascurabile in ogni applicazione alla 
Geodesia (*). Potremo ora formulare il principio fondamentale della teoria delle 
basi dicendo che per i noti teoremi di Bessel e di Weingarten invece di una 
geodetica di limitata lunghezza (quaFè il caso di una base) si può misurare sul 
terreno Tarco di sezione normale, che ha gli stessi estremi, e per le dimostrazioni 
precedenti si può considerare quest*arco come coincidente coir arco corrispondente 
di cerchio osculatore, riducendo la misura fatta realmente sul terreno a quella che 
si sarebbe fatta su di un certo cerchio il cui raggio si determina con considera- 
zioni che è inutile qui di ricordare. 



(*) Il valore di s - g per 100000»» è di 0«n.O00666. 
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SUL NUMERO DELLE COUBINAZIUNI 

(li dilla classe, falle con una certa mollitudine degli intieri successivi , 
ed aventi ciascuna una somma non maggiore di un limile assegnalo. 



DI 



G. B. MARSANO 



1. Apparterrebbe a questo genere dì problemi, per esempio, la questione se- 
guente : 

« Combinando i primi 90 numeri intieri a 2 a 2. a 3 a 3, a 4 a 4, a 5 a 3, ecc. , 
» quanti ambi potranno aversi, o lenii, o qualorni, o quiii'iiin. ecc. , nei quali 
» la somma degli elementi (che si dicano parli, rispetto a tal somma) si mantenga 
M al di sotto di 100, od al più arrivi a 100? o. 

La Tavola dei numeri C^^, inserita nella mia Memoria pubblicata nel 1870 col 
titolo: « Sulla lecfge delle derivale generali delle funzioni di funzioni di jnii va- 
li riabili iiìdipendenli, e sulla teoria delle forme di partizione dei numeri intieri », 
ci conduce prontamente alla soluzione del proposto quesito particolare, in grazia 
della seguente proprietà (di cui godono i detti numeri) e3;)ressa in formola alla 
pag. 147 (op. cit.): 

« Il numero dei modi, in cui può risultare uno stesso intiero n dalla somma 

a di m parti ineguali (da 1 ad n- -m(m- 1)j . è espresso dal simbolo 

«Ci ». 

m,n— (m+2) (m— 1) 

Particolarizzando m = 2 , 3 , 4 , 5 , ecc. si avrebbe che : 

a II numero dei modi, in cui può risultare uno stesso intiero n dalla somma 
» di 2 parti ineguali (da 1 ad n - 1), ovvero dalla somma di 3 parti ineguali (da 
» 1 ad ?i - 3) , ovvero dalla somma di 4 parti ineguali (da 1 ad n - 6), ovvero 
» dalla somma di 5 parti ineguali (da ì nd n— 10), ecc. , è espresso dal simbolo 
» ^^2 tt-« » ovvero dal simbolo Cj^^., , ovvero dal simbolo C^^^.^ , ovvero dal sim- 
» bolo C5^„«i4 , ecc. ». 
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Ponendo nel primo Cj,,., successivamente Tintiero n = 3, 4, 5,... 100, e fa- 
cendo la somma dei risultati, questa somma C, , + 62^2 + Cj^s 4- ... + C, 9^ , ricavata 

r=9S 

direttamente dalle dette Tavole, si trova essere I C, ,.=^450. Ora dessa ci espri- 

merobbe la totalità dei modi, in cui possano venire forniti siffatti intieri n da 3 
a 100, ciascuno per la somma di due parti ineguali, ma prese però nella serie da 
1 a 99 : volendo solo adoperarsi parti da 1 a 90, saranno da escludersi tutti gli 
ambi formati con parti al 90 superiori, dal 91 al 99 inclusivi. Questi ambi rnani- 
festaraente saranno 9 colla parte 91, saranno 8 colla parte 9?, e così saranno nei 
numeri di 7, 6, 5, 4, 3, "?, 1, rispetto alle parti adoperate 93, 94, 95. 96, 97, 98, 99 : 
onde in tutto 9 + 8 + 7 f... + 2-1-1= 4o ambi fatti con parti superiori al 90: de- 
ducendo questo numero 45 dal precedente 2450, resterà il numero 2405 dei soli 
ambi veramente formati coi primi 90 numeri , e di somma (ciascuno) non mag- 
giore di 100. 

Nel simbolo Cg^,»., ponendo successivamente l'intiero ?i = 6, 7, 8, ...100, e fa- 
cendo la somma dei numeri Gs^i , Cs^^ , 63^3, ... Cj^os, questa somma, risultante 

r=95 

dalle Tavole 2 03,. = 25736, esprimerà la totalità dei modi, in cui possano otte- 
tti 

nersi i detti intieri n dal 6 al 100, ciascuno per la somma di tre parti ineguali, 
ma coirimpiego anche di parti maggiori di 90, dal 91 al 97 compreso: onde ri- 
durre al limite 90, basterà dunque di sopprimere, nel detto numero, quello di 
tutti i terni formati solo con tali parti al 90 superiori. Ora con una parie 90 -{-h 
avendosi tanti terni di somma non maggiore di 100, quanti ambi possano formarsi 
di somma minore uguale a \(i -h; e questi riuscendo-nei numero Cj^i+Cj^t^ ••• 

••' + ^2,10-/4 .2» os>ia I Cj r '. perciò vedesi che, posto 7^ = 1, 2, ...7, colle parti 

91 , 92, ... 97, avrannosi i numeri di terni 16, 12, 9, 6, 4. 2, 1, in tutto 50 terni 
con parti superiori al 90: sottraemlo questo numero 50 dal precedente 25736, ri- 
marrà "25680 per il numero appunto dei soli terni fatti coi primi 90 intieri, ed 
aventi ciascuno una somma (delle sue pnrti) non maggiore di 100. 

Nel simbolo C^^^.^ ponendo Fintìero ?i = 10, 11, 12, ... 100, la somma (for- 

f=±91 

nìta dalle Tavole) £ C«^,. = 144164 indicherà la moltitudine dei modi, in cui pos- 
sano risultare detti intieri dal 10 al 100, per la somma di 4 parti ineguali cia- 
scuno, prese nella serie da 1 al 94 : resterà a sottrarsene i quaterni fatti colle 
parti al 90 superiori , per avere il numero dimandato di soli quelli composti con 
parti da 1 al 90. Or colla parte 90 + /^ avendosi tanti quaterni di somma non mag- 
giore di 100, quanti terni di somma non maggiore di 10 — ^, che sono in numero 

- Gi,r ; perciò vedesi che, colle parti 91, 92, 93, 94, si a\ ranno rispettivamente 
7, 4, 2, 1 quaterni da sopprimersi, e cosi in tutto 14: onde resterà 144150 pel 
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numero dei quatenii fatti coi soli primi 90 intieri, ciascuno di somma (delle sue 
parti) non maggiore di 100. 

Nel simbolo G^^-u ponendo l'intiero n= !5 , 16 , 17 , . . . 100, la somma. 

r=36 

2) C5y = 48051? sarà pure la totalità dei modi, in cui si otterranno questi intieri, 

ciascuno per la somma di cinque parti ineguali, e qui tutte nei limiti dall' I al 90. 
come riesce manifesto: onde il detto numero 4803 12 sarà senz'altro la risposta 
giusta al problema. 

Cosi potrebbe continuarsi per le combinazioni di classi superiori, e mante 
nendo gli stessi i limiti indicati 90 e 100; ovvero anche variandoli, in modo però 
da non uscire dai limiti disponibili della Tavola dei C^ ^ , solo estesa a tutti i va- 
lori di q da zero a 102, con quelli di ?• da 1 a 103. Ma il problema potrà venire 
di molto generalizzato, in senso al titolo stesso di questa Nota, lasciando indeler- 
minali i limiti posti in luogo degli anzidetti 90 e 100, che si dicano, ad esempio, 
B e C ; ed anche, se vuoisi, lasciando Ì7i(te^en7una{o l'ordine 7n delle combinazioni 
a farsi coi successivi numeri dati 1, 2. 3, ... B, di somma ciascuna non maggiore 
di C. Tratterò in questo stato generale il caso di m ~ 3 , cioè delle combinazioni 
a 3 a 3 (*) : ma, a rimpiazzo delle Tavole, che possano mancare per la loro mi- 
nore estensione , andrò prima a preparare alcune formole, di cui servirsi poi per 
il calcolo direno dei numeri domandati. 

2. Dietro le osservazioni espresse a pagine 2i3 e 244 della mia opera citata, 
sulle formole ivi in precedenza avute, quelle in ispecie del n® 114 (pag. 215); e 
mediante altre semplici trasformazioni operate sulle medesime ; si conchiudono le 
sc'^uenti espressioni generali dei numeri Cj^,. , pei differenti valori di r rispetto al 
modulo 6 : 

C3.« = 3l^ + 2(=((3H-2) , Cg^w., = 3(* + 3/ -f- 1 , C^^w.i = 3(* + 4« + l • 

C3,w^s = 3i* + 5f-f 2 . C3,«,+4 = 3t«4-6e4-3 , C,^cu^=2l^ -\-lt -h l. 

La somma di queste, sotto uno stesso /! costante, può scriversi : 

e=5 



2c,.«^*=l8t» + 21(+11. 



Ponendo qui successivamente ( = 0, 1, 2, ... n , e facendo la somma dei risul- 



(*) Problema già risoluto, con altro metodo, dal sig. dott. Carlo Maria Piuma, 
in una sua Nota inserita nel Voi. XVII^ pjig. 360 di questo Giornale. 
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tati, si avrebbe questa 



2 (2c,,„^)=l8(l* + 2«+...+n*) + 21.(l+2 + ... + ji) + 11.(»+|); 



r=o evo 



la quale però potrà irnlicarsi, nel 1® membro, col simbolo più semplice equivalente 

r=Cn+5 r=Qn+!S 

2 Cj y , ovvero solo 2 C, ,. , atteso il 630 = 0. Per le note formole dell'Al- 
gebra, si ottiene poi V espressione definita dalla medesima 



rBs4ii-4-8 



S C8,,= ^(n+t)(t2n« + 33)H-22). 



Facendo in questa n=15, si trova subito il valore della somma particolare 

r=95 

£ €3^^= 25136 già ottenuta per le Tavole : ma per altre somme analoghe, estese 
a limiti di altra forma rispetto al 6, si avranno ancora le nuove formole seguenti: 



£ C,.,= in(i2n»+15n + 5); 



r=\ 



r=CA4-l 



2] C,., = |(ft+1)(i2nH9n+2); £ C3,, -.= |(u^^)(l2ft»+15n+4) ; 



r=r| 



r=<|fl+3 rB.6/i-f4 



2 Cs^, = J(?i+1)(12/iH21n+8); ^ C,,^ = ^ (^» + 0(15n*-|-21?H-14) ; 



rcsf r=i 



tutte facili ad ottenersi in modo consimile, od a dedursi le une dalle altre , con 
lievi aggiunte e sottrazioni di termini finali. 

3. Essendo in generale i numeri Cj^2i = '> ® ^2^1/^1 = ^+ i, se ne deducono fa- 
cilmente le loro somme qualunque espresse come segue : 



r=lk r»2ft4-i 



r«i r-i 

r=si r=a frtS 

Se si considerano ora le somme parziali successive 2 C.|., 2 C« ^ > ^ C)^, 
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It Ci^, ... 1 Cj-, fino ad un'ultima 2 C*., ovvero 2) Cj-.; e che si 

faccia la somma di tutte ad un tempo ; potrebbe indicarsi questa col simbolo com- 

posto 2) ( £ C,.) per l'un caso, e con simbolo analogo, cangiato 2/i in ^/i+ I , 

per 1 altro caso: ma, scrivendo di seguito i loro sviluppi particolari, sarà facile 
riconoscere come potrà anche indicarsi la stessa cosa colla scrittura più semplice 

Z (2/t-e+l)C2;g, ovvero 2 ('^/i+l-e+OCj^g; dove potrebbe dappoi scriversi 

di preferenza r in luogo di e. Frattanto, dietro i valori dati delle somme parziali» 
pel caso del limite 2/i, si avrebbe la detta somma totale direttamente espressa da 

2(1* + 2* 4- 3« -H . . . -h /i*) + (1 + 2 + 3 + . . . + /i) , 

che diviene 

2.gft(/i + l)(2/i+l) + ^/i(h + l); 

onde si conchiude 



2 (2/i -r + 1) C,^,= i /i(/H- l)(4h -f 3). 



Aggiungendovi cosi 2 Ct,r = ('* + *)*f si ottiene T altra somma totale 

r=2A+f 

y] (2/14-1 -r + l)C,^, = g(/i + l)(/i + 2)(4/i+3). 

r-i 

Facendo in quest'ultima fo = 3, avrebbesi tosto il numero 

«=7 ?•=© r=r7 

t?=l r=l r=l 

come sì trovò di sopra per le Tavole, nel problema dei terni considerati. 

Le due formole precedenti, posto nelFuna 2/i = i, e posto nell'altra 2/i4-l=t, 
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vengono a scriversi come appresso : 






V 1 

2j (i - r + !)C,,, = ^ (i + 1) (i + 3)(?i + IX; 

dove apparisce una stessa precisa forma dei primi membri, mentre varia la com- 
posizione dei secondi membri, giusta i casi del numero i pari od impari. 

4. Teniamo ora al problema annunciato in fine del n^ i. 

Ponendo nel simbolo €3^,^.5 successivamente Fiatiero n = 6, 7, 8, ...C, la som- 

r=C— 5 

ma £ C^^,. = P esprimerebbe la totalità dei modi, in cui questi intieri n potranno 

risultare ciascuno dalla somma di tre parti ineguali, prese nella serie da 1 a C-3. 
Se C ~ 3 < B, per C<B + 3, tali parti si troverebbero tutte nei limiti assegnati 
da I a B ; per cui il numero cercato N sarebbe semplicemente uguale al detto P. 
Ma se C - 3 > B, per C > B + 3, allora nel computo P verrebbero compresi dei 
terni con parti superiori a B, che si dovran sopprimere, per avere il solo numero 
N di quelli fatti con parti da 1 a B. Ora con qualunque parte B+/i avendosi tanti 
terni di somma non maggiore di C, quanti ambi possano formarsi di somma noa 
maggiore di C-B-/*, ossia minore uguale a D-/i, posto C — B = D; questi 



ultimi saranno in numero £ C^ ,.. Messo h = l , 2 , ... D - 3, la somma com- 
plessi va £ €•.+ £ C«.+ ...+ £G2., indicata dai simboli 

li (S<^v)=S (D-3-r+l)C,,,= Q, 

darebbe la totalità degli ambi medesimi, combinabili con prime parti superiori a 
B, per la formazione dei terni computati in P, che si devono sopprimere: e se tutti 
questi ambi si trovino ormai formati con parti non maggiori di B, siccome avverrà 
ogni qualvolta sia D — 3 < B, ossia C < 2B + 3, allora sarà precisamente il numero 
cercato 

r=C— * r=D— 3 

N = P-Q= 5] C,,,- 5] (D-3-r+l)C,,,; 

VCL. XIX. 21 
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espressione facile a calcolarsi per le forinole di sopra stabilite, in tutti i casi di 
C — S rispetto al modulo 6, e di D-3 rispetto al modulo 2. 

Ma se C > 2B -f 2, non avrebbe più luogo tale valor di N ; per il motivo che 
nel numero Q, dianzi calcolato, verrebbero allora a comprendersi di Iroppo parec- 
chie unità, portate da altrettanti ambi fatti con parti superiori a B, come si va a 
spiegare. 

5. Posto in generale C = 2B -f 2 + B', fra gli ambi a combinarsi con una prima 
parte B + /i (dei terni in Q), di somma non maggiore di C - B - /i, ossia minore 
uguale a B + 2 + B' - /i, ve ne saranno altri aventi una loro parte B + ft , per 
tutti i valori di ft = 1 , 2 , 3, ... h , /i + 1 , ft + 2, ecc., nel mentre che pure Vh passi 
successivamente per tutti i valori 1,2,3, ecc. Ora in questa variazione progres- 
siva di /i e /r, è manifesto che se, già preso /^ = a con un ft = ^ > a, si passi poi 
a prendere h = ^, vi si verrà a sua volta ad associare un /t = a: e quindi, unen- 
dovi lina slcssa terza parie B T t per completare ciascun terno, si avranno i due 

terni uguali B + a+B + P + B + t, e B + p + B + a + B=Ft, ossia uno slesso terno , 
che figurerà due volle contato in Q, mentre che in P vi è considerato mia volta 
sola. Inoltre, con /i-a venendo sempre ad associarsi un & = /i = a, si avrà cosili 

terno B + a + B-i-a-hBTf contato una volta in Q, mentre ehe in P non si trove- 
rebbe altrimenti compreso, perchè a parli uguali. Dunque si vede che il numero 
Q, oltre al contenere i veri terni da sopprimersi in P, ne contiene degli estranei, 
e di quelli ripetuti : per cui, sottratto Q da P, la differenza P - Q si troverà, ri- 
spetto ad N, in difelio di tulio il numero R di questi, ultimi. 

Nel tempo stesso si conosce che, ad evitare la ripetizione dei lerni accennati, 
dopo già preso A = a con fc = p > a, e passandosi ad h - p, basterebbe di omettere 
ad ogni volta i valori di h inferiori ad U, solo limitandosi ai superiori, compresi 
gli uguali: di qui, segue il metodo, per arrivare alla conoscenza del detto numero 
R ; il quale consisterà pertanto nel tener solo conto, per ciascun valore di h, dei 
soli valori di k ad esso superiori, a partire però da uno uguale ad esso ad ogni volta. 

Ora con B -i- /i associandosi ambi tutti di somma non maggiore di B-h2-f B'-/i ; 
se dì questi ambi sia |»ià una parte B + /t, resterà per 1* altra parte il limite 
2 ^ B' - /i - /t ; per cui potrà essa variare per tutti i termini della serie 1, 2, 3, ... 
... B' + 9 _ /i — 7j : quindi si dirà che il numero dei terni formati con due parti 
B + li e B Y k (superiori a B) è sempre espresso da B' + 2 - /i - A. Ma. in riguardo 
airR, dovendo cominciarsi a prendere k = hy potrà poi k elevarsi fino ad un mas- 
simo, che lasci tuttavia luogo ad una terza parte di valor 1 nel terno corrispon- 
dente ; per cui dovrà allora aversi ridotto il limite accennato B' + 2-^ — ft=l , 
che darà questo massimo di A = B'+ I — 7ì: quindi, in ordine a tutti i valori di 
;t = /i , /t + l , /i + -2 , ... B' -f 1 - /*, i numeri di terni (da contarsi in R) saranno in- 
dicati come segue : 

B' + 2-2/i , B'-fl-2/i , B'-2/i, ,3,2,1; 
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ed il loro numero totale espresso dalla somma 

|(B'-.2/H-3)(B'-2h + 2), 

Nella serie degli h = ì ,2,3, ecc. potrà parimente elevarsi fino ad un mas- 
simo tale, da non riuscir più possibile che un solo terno della forma B+7^ -\- B+/i+l, 

ovvero della forma B-f/^ + B-f/i-fl + l, di somma C ad ogni volta : e perciò è 

B' 4- 1 R' 

manifesto che sarà il massimo h = — - — , ovvero h = ~, a seconda dei casi di 

B' impari o pori nel valor di C = 2B + 2 + B'. Quindi, particolarizzando /i in tutti 
i suoi valori successivi 1,2,3,... fino a detti limiti, si otterrà il numero cercato 
R cosi composto : 

R = 1 (B'+1)B'+ l (B'-l)(B'-2)+ i (B'-3)(B'-^4) + ... + | (4)(3)+ ^ (2)(1) . 
ovvero 

R = i (B'+ 1)B'+ * (B'-l){B'-2)+ 1 (B'-3)(B'-4) + ... + 1 (5) (4) + ^ (3) (2). 

Con facili trasformazioni algebriche, si riducono queste espressioni di R alle 
seguenti definite: 

R = ^ (B' + 1)(B' + 3)(2B' + 1) , ovvero R = ^ B'(B' + 2)(2B' + 5). 

in ordine ai casi di B' impari o pari : e desse, per le formolo ultime del n° 3 , 
si comprendono ora in questa sola generale 

r=Bf 



R = 2](B'-r+l)C»,,: 
onde si conchiude il numero N = P - Q + R cosi espresso : 

r=C-5 r=D-3 r=iBf 

N= 2 e,,;- 2] (D-3-r+l)C,., + 2] (B'-r+t)C..„ 



r=i 



Stando il limite assegnato C = B + D = 2B -f 2 + B'. 

6. Fra tutti i terni possibili a farsi coi dati numeri 1 , 2 , 3, . . • B , essendo 
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B f B ~ 1 + B - 2 quello di massima somma 3B - 3 ; se C eguagli od ecceda questo 
limite, allora tutti quanti i terni detti si troveranno nelle condizioni del problema, 
di avere una somma non maggiore di C ; per cui il loro numero, già noto a priori. 

ed espresso dal coellìciente binomiale (B)j = ^B(B- 1)(B- 2) , sarà senz'altro la 

risposta vera al problema : quindi inutile propriamente la considerazione di questi 
casi del C superiore a 3B — 3, ossia del B' superiore a B — 5. Ciò non ostante esa- 
minereiiio anche appresso tali casi del B' ìndeGnitamente superiore a B. Intanto può 
esser predio dell'opera il verificare come di fatto, nell'ipotesi di C = 3B-3, si 
riduca il precedente numero N air indicato (B)^ ; valendo ben ciò ad un'elegante 
conferma ilcir esattezza delle formole ottenute. 

Riuscendo C— 5=3B-8, non converrà a questo numero, rispetto al modulo 6, 
che runa o Taltra delle forme 6/i -h l , o 6/è -h 4 , a seconda pure dei casi di B 
impari o pari. Supposto B impari^ e così messo unicamente C-5=3B-8=67i-f 1, 
con che B = 2n + 8 ; si avrà tosto il termine 

P= H C,,,=i(n + l)(t2n» + 9n + 2)=|(36n» + 63n*4-38n + 6). 
DaJr essere D - 3 = - B- 3 = 2(B - 3) = 2-2n, si ha poi il numero 
Q ^ V (4n - r + i)C,,,= g-2n(2M + l)(8n + 5) = g(32;t» + 367i* + lOn) ; 
e parimente, pel B' = B - 5 = 2(n - 1), il successivo 

B= yj (271- l-r)C,,, = g(n-l)n(4n+l) = g(4n»-8H*-n). 

Componendo, trovasi il numero cercato 

N = J(87i» + 24n* + 22n + 6) =g(2H + 3)(2n + 2)(2n + 1) , 
che appunto rinviene al sopradetto 

N = ^B(B-1)(B-2) = (B),. 
Si perverrebbe alla stessa conclusione, partendo anche dall'altra forma di 
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C — 5 = 3B — 8 = 6n + 4, per B = 2/i + 4 numero pari. Inoltre lo stesso risultato sì 
continuerebbe pure ad avere per altre ipotesi di C>3B-'8. ma solo Ano a C=3B-|-2 
inclusivo : cessando di più trovarsi N = (B), , quando C > SB + 2, per le ragioni 
dette in appresso. 

1. Supposto in generale C = 3B + 2 + B", con che il precedente B' = B + B"; 
pli arabi considerati nel procedere alla composizione dell' R, già aventi una loro 
prima parte B + /^, ammetterebbero sempre una seconda parte solo soggetta al li- 
mite B' + 2 - /i — /t, che qui diviene B 4- B" + 2 — A — A ; per cui si conosce come 
ben potrà essere tale seconda parte anche maggiore di B, e cioè della forma B-f ^ 
variando l pei successivi numeri 1 ,2,3, ecc. Ha nel giro di tutti i valori di 
h = li , h+ \ , /i + 2, ecc. . combinati con tutti questi di l = 1 , 2 , 3 , 4 , .. ad ogni 
volta; si vede che, preso già ft = a con un i = p>a, passando poi a prendere 
h^^, verrà un momento di associarvi in generale un l=a ; per cui si avrà l'ambo 

B + a + B + p ripetuto altra volta sotto la forma B + P + B + a ; e quindi lo stesso 
terno B-f/i + B+a + B + p due volle contato in R, mentre una sola volta si do- 
vrebbe esso impiegare, per la dovuta correzione a P — Q : onde Y addizione di B a 
questa differenza, verrebbe ad introdurlo una volta di troppo^ in eccesso. Di più, 
con ft = a, pure prendendosi un l = a, si avrà 1* ambo B + a + B-j-a, e cosi il temo 
B + /i + B~+~a + B + a figurante in R, che punto non si richiede di dover introdurre 
per compenso di altro difetto nel P - Q ; onde altresì questo terno si troverà di 
troppo, in eccesso, nel risultato P — Q + R. Per conseguenza, si dovrà ben rime- 
diare a questi errori portati dall' R, col sottrarre dappoi da tale risultato il numero 
S di tutti i detti ambi ripetuti ed estranei, ossia dei terni da essi formati colla 
stessa prima parte B + /i, fatto variar A ad un tempo per tutti i valori successivi 
1 , -2 , 3 , 4 , ecc. Tale numero S manifestamente sarà determinato , tenendo solo 
conto delle combinazioni dei valori di t a partire da l = fc in avanti , per ogni h 
già fissato riguardo ad /i ; a somiglianza di quanto avveniva di sopra, nel calcolo 
di R : e da questa sua definizione perverremo pure a trovarne l'espressione definita. 
Con B + 7i associando in generale una seconda parte B + ft = B-f^ + i, all'in- 
sieme di queste due prime parti si avranno poi ad associare, una alla volta , cia- 
scuna delle seguenti B + l = B + h + i. B + /» + i+l, B + 7i + i + 2, ...finoad un'ul- 
tima possibile B + ;? -f i -f- 2 + B" — 37i - 2i, tale da aversi qui, per somma delle tre 
parti, il C = 3B + 2 + B" ; ed il numero di queste sarebbe manifestamente espresso 
da B" — 3/2 — 2i+3. Cosi potrà dirsi in generale che, colla coppia di prime parti 
B + h e B + 7^ + i, si avranno tanti terni, da contarsi in S, quanti ne indica il nu- 
mero corrispondente B" — 37^ — 2i + 3. Ma, per ogni h determinato, si avrà un mas- 
simo di i, quando la dianzi detta ultima B + 1 = B + Ti + 1 + 2 + B" — 3/i — 2< si ri- 
duca alla prima B + h + i, od al più alla seconda B + Ti +'i + 1 della serie indicata; 
per cui dovranno ora trovarsi verificate in corrispondenza queste condizioni : 

2 + B" - 8/i - 2i = , ovvero 2 + B" - 8Ti - 2t = 1 ; 
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ohe determinano i massimi relativi di i così espressi : 

. 2h-B"--3;ì . l + B"-8/2 
% = 2 , ovvero i = 5 . 

Perchè queste formole dieno per i dei numeri inlieri, si richiederà, per la 

prima, che sia V'—Sh un mimerò pari, ed invece, per la seconda, che sia B"-3/r 

un numero impari: e. a questo effetto, dovranno trovarsi, nel primo caso, B" ed 

h pari insieme od impari insteme; ed invece, nel secondo caso. Timo pari e 

raHro impari indifferentemente. Or nel caso di B"-37^ numero pari, ponendo 

B" — 3/z + 2 
successivamente i = 0, 1, 2, . . . — -, colle coppie di prime parti B + 7* 

cB-f/i, B + ;ieB + ^+l, B + Z^e B + 7^ + 2, ... fino all'ultima B + ^ e B + Ti-f- i 
massimo^ si avranno i numeri di terni corrispondenti 

B"-3/2 + 3 . B"-3/i+l , B"-3;ì-!, ,5,3,1; 

ed li loro insieme espresso dalla somma I — ■ — ) . 

Invece , nel caso di B" - dh numero impari , ponendo pure successivamente 

•Off _ g fc I j 

i = 0, 1 , 2, . . . , colle coppie di prime parti allo stesso modo indicate, 

si avranno i numeri di terni corrispondenti 

B"-37i + 3 , B"-3/j+l , B"-3/i~l, ,6,4,2; 

la CUI somma riesce espressa da r ^r . Risulterà S dalla som- 

ma di tutti questi numeri determinati pei successivi valori di 7^= 1, 2, 3, 4, . . . 
fino ad un massimo, che si va a conoscere. 

Tale massimo di h avrà luogo, quando, colla prima parte B + ^, non sia pos- 
sibile combinarvi altro ambo che della forma B+/2 e B+7i, ovvero B+7^ e B-f-^f I. 
ovvero B + ^+leB + 7i + l, riuscendo sempre C la somma delle tre parti. In 
ordine a questi casi, per Tessere C = 3B + 2 + B", ne risulteranno i massimi cor- 
rispondenti di h cosi espressi ; 

^ 2 + B" ^ 1 + B" , B" 

n = — 5 — , ovvero n = — 5 — , ovvero ^ = rp ; 

o o o 

i quali avranno adunque luogo rispettivamente a seconda dei numeri B" + 2 mul- 
tiplo di 3, ovvero B"+ 1 multiplo di 3, ovvero B" divisibile per 3. 

Cogniti questi limiti superiori di li, per realizzare effettivamente le ipotesi suc- 
cessive di 7^= 1, 2, 3, 4, ... aliernaiivamenie impari e pari, converrà inoltre co. 
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noscere la forma di B" rispetto al 2 : distinguendo qui i due casi, di B'' pari , é 
B" impari, si avrà, nel primo di questi, il numero S cosi composto : 

S = I (B" + 2)B" + i (B" - 2)* + 1 (B" - 4)(B" - 6) + J (B" - 8)« + ecc. , 

che si terminerà, in ordine ai tre massimi di h sopra indicati , colla coppia cor- 
rispondente di termini 

|(6)(4)■fi(•2)^ ovvero [ (6)* -f- ^ (4)(2) , ovvero J (8)(6) + 1 (4)*. 

Nell'altro caso di B" impari, si avrà invece il numero 

S = J (B" +!)* + [ (B" - 1)(B" - 3) + 1 (B" - 5)* f { (B" - 1)(B" - 9) + ecc. , 

che si terminerà pure» a norma degli stessi massimi di h, colla coppia corrispon- 
dente di termini 

J(6)(4) + J(2)*, ovvero 1 (6)» + ^(4)(2), ovvero 1 (8)(6) + 1 (4)« , 

la stessa che di sopra ad ogni volta. 

Per semplicità, terremo scritti questi S come segue : 

S = iE + |F = |(E-fF) ; S =| G + ^ H = ^(G + H) ; 

ponendo a parte le quattro quantità : 

E = (B" + 2)B" + (B " - 4)(B" - 6) f +64, ovv. +4-2, ow. +8-6; 

F=:(B"-2)* H-(B"-8)* + +2« , ovv. + 6* , ovv. + 4* ; 

G = (B" + 1)^ + (B" - 5)« + + 2* , ovv. -f 6* , ovv. + 4* ; 

H = (B"-l)(B"-3) + (B"-l)(B"-9) + ... + 6-4, ovv. +4-2, ovv. +8.6. 

Mediante ovvie trasformazioni, che qui tralasciamo di riportare (*), si ottcn- 



(*) Possono vedersi in altra Nota più sviluppata sulla stessa materia, inserita 
nella Rivista di Matematica elementare che si pubblica mensilmente a Novara , e della 
qaal Nota si pnò dire la presente una riproduzione sotto altra forma più concisa. 
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goDO le espressioni definite di queste quantità, pei tre casi indicati dei massimi h, 
ossia delle tre forme di B" rispetto al 3, ridotte come segue : 



1 



E = ^(B" + 2)*(B" + 8) 



F=j-^(B" + 2)(B"» + B"-8) 



E = 4 (B" + 4)(B"» + 8B" + 4) [ ; F = i (B" - 2)(B'' + 1)(B" + 4) ? ; 



18 



18 



E = j^B"(B'' + 6)» 



F = 75B"(B"* + 3B"-6) 

lo 



G = j^(B" + 5)(B"* + lB" + 4) 



H = |^(B"-l)«(B" + 5) 



G=^(B"+ l)(B'* + llB"+28) j; H = -j^(B'' + 1)(B"* + 9B"- 1 1) 



G=^(B" + 8)(B"» + 9B"+12) 



H = :j^ (B" - 3) (B" + 3)» 



riferendosi inoltre le E ed F a B" pari, e le G ed H a B" impari. 
Componendo i valori di S, trovansi questi, per gli stessi casi di B" : 



^~U ^^" '" ^^^^^"* + ^ ' B" + 8) ^ 



1 



S = /j^(B"+5)(2B"» + 5B" + 5) 



S = ,j2 (B" + 4)(2B"» + IB" + 2) > ; S = ^-^ (B" + 1)(2B"« + 1 8B" + 17) 



S = ^B"(2B"» + 15B" + 30) 



S = ;j2(^" + 3K2B"* + 9B" + 3) 



Rapportando tutte le forme del B" al modulo 6, scrivendo in ordine , per la 
prima ipotesi di B" pan', i suoi valori 

B" = Ca + 4 , B" = 6a + 2 , B" = 6o; 

e, per la seconda ipotesi di B" impari, i suoi valori 

B" = 6a+1 , B" = 6a + 5 , B" = 6a + 3; 
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(love dinoti a un intiero indetcrminiito ; si ottengono le espressioni seguenti : 

S = J(af l)(12a« + 27a+ 14) ^, S = 1(0+ l)(12a» + 9a + 2) \ 

ù I A 



S = |(o+l)(12a«+15a + 4) J; S = ^(a + l)(12a» + S3a + 22) ^ ; 



S = 5 0(12o»+15a + 5) i S = -. (o+ l)(12o* + 21a + 8) 

le quali manifestano come sempre rinvenga il numero S ali* unica forma generale 
qui segnata 



qualunque siasi il B" rispetto al modulo 6. In conseguenza potrà scriversi il voluto 
N = P - Q + R - S, per tutti i casi di C = B-i-D = 2B + 2 + B' = 3B + 2 + B", defi- 
nitivamente come appresso : 

r=C— 6 r=:D— 3 ^=8* f=B" 

Ed in questa formola completa si troveranno naturalmente inchiusi tutti i casi 
particolari, dipendenti dalla grandezza di C rispetto a B ; cessando di esistere da 
per se T ultimo termine con B" zero o negalivo, anche il terzo con B' zero o ne- 
galivOy anche il secondo con D — 3 zero o negativo, e pur anche il primo con C-5 
zero nogalivo. 

Si può verificare come attualmente la formola ottenuta fornisca in tutti i casi 
il numero N = (B)3, per qualunque C > 3B f 2 a piacimento ; siccome ciò avveniva 
della formola (ancora incompleta) del n** 5, fra i limiti 3B - 3 e 3B + 2 inclusivi. 

Supposto, ad esempio, il B" = 6a + 1, per cui C»= 3B + 6a + 3. sarà il numerò 
C — 5 = 3B + 6a — 2 della forma 6?n- 1, o della forma Gii + 4, a seconda dei casi 
di B impari o pari. Ammesso B pari, per cui solo C — 5 = 3B + Ca — 2 = 6a + 4, 
e B - 2a — 2a + 2, si avrà di già il numero 

P= V] C,,, = |(36?i»+117n» + 123n + 42). 



voL. XIX. 22 
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Kssetido P - 3 = 2B H- 6a = 2 (.?7i + a + ^) = ^h, per questo A = ?/i 4- a + t, viene 



r^lb 



Q = 2 (2^ - ^ + l)C2.r = g (2?i + a + •2)(2/i -f- a + 3)(8n + 4a + 13). 

Parimente, atteso B' = B + 6a+ l =2(n + 2a + I) -f 1 =2/2 + 1. per questo 

h ^ n + 2a + ! , si ha il numero 

R= S {2/2+l-r+l)C2,,= ^(n-h?a + 2)(n + 2a + 3)(4n + 8a + 7). 
Ed infine, per B" = 6a + 1, il seguente 

rss.ta+i 

S= y] Cs^, = J(36a»-h63a* + 33a-h6). 



r=« 



Suhipp^indo Q ed K, e componendo il tutto nella formola N, si ottiene da ul- 
timo questo ninnerò 

N = ^ (in - 2a f 2)(2?i - 2a + 1) (2u - 2a) = ^ B(B - 1)(B - 2) = (B), , 

corno si Voi cu dimostrare. 
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SULLA DECOMPOSIZIONE DELLA FORZA ACCELERATHICE 
d un piiDto maleriale libero che sì muove secondo una curva qualunque 

PER 

UGO DAINELLI 



Consideriamo una curva piana qualunque riferita a due assi coordinati ortogo- 
nali che sia la traiettoria di un punto mobile libero e rappresentata dall' equazione: 

(1) ?(aJ,2/) = 0, 

e deduciamo da questa le componenti, secondo i due assi coordinati, della forza 
acceleratrice del iuobile [v. la Nota Sul movimento per una linea qualunque in- 
serita nel volume XVIII, anno 1880, di questo Giornale]. 

Siccome in ogni punto della traiettoria il rapporto delle velocità componenti 
secondo i due assi coordinati deve essere eguale al coeOlciente angolare della tan- 
gente alia curva in quel punto, cosi le velocità componenti che seguono : 

di "^^ 1^ ' 
(2) 

convengono al movimento, secondo la curva data. In queste equazioni /"indica una 
funzione arbitraria delle coordinate del mobile e k una costante che dipende dalla 
velocità iniziale e dalla posizione iniziale del mobile. Derivando queste equazioni 
rispetto al tempo l si ottengono le componenti della forza acceleratrice in funzione 
delle coordinate del mobile e sono le seguenti : 

dy 

(3) : 
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avuiidu jiosto : 



i ^ " dx dy dy dy- dx 
^ dx dy dx dx^ dy 

da dy dy dx ' 

Prendiamo ora la funzione arbitraria /* della forma seguente : 

T 



(S) f= 



do . dp ' 



dove T indica una funzione pure arbitraria delle coordinate a, 3/ Per questa fun- 
zione le equazioni (2) divengono le seguenti : 



da' _ . t ^ 



(6) 



di ~ d<f d<f 

dx ^ dy 

^= + fc ^^ 



di d9 d9 

dx ^ dy 

e le equazioni (3) indicando con p il raggio di curvatura, con r la distanza del 
mobile dalToriginc delle coordinate e con D la distanza dell'origine dalla tangente, 
che ò data da : 

d<f d9 

(7) D = - ""^""^^ 



divengono le seguenti : 



(8J 



■ Y_nT*r 03 ,, T dT da; 
pD' r '^ D» ds ds ' 
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d9 d9 

avendo sostituito a e --7?===^^=== rispettivamente 

— e -77 dove ds è Tarco elementare della traieitoria. Dalle equazioni (6) si ot- 
tiene ìa velocità Y in funzione delle coordinate del mobile, e si ha: 

(9) ^ = *-5-' 

e dalle equazioni (8) si vede che la forza acceleratrice risulta di due forze, una 
diretta all'origine (felle coordinate e Taltra diretta secondo la tangente e si con- 
clude che : 

1**. Quando un punlo mobile libero percorre una curva piana qualunque e 
la forza acceleratrice è decomposla in due, una F' diretta alV origine delle coor- 
dinale e V altra P" diretta secondo la tangente alla Iraieltoria, la misura di queste 
due forze è data dalle formale seguenti : 

^ * p.D» 

(I) ; 

* -^ '^ D« ds ' 

nelle quali si denota con T una funzione arbilraria delle coordinale del mobile, 
con r e D [e distanze rispettive delC origine delle coordinate dal mobile e dalla 
tangente, con p ti raggio di curvatura e con ds l'arco elementare della traietforiay 
e con k una costante dipendente dalla velocità iniziale arbitraria e dalla jìosi 
zione itìiziale del mobile» 

Se il mobile percorre la traiettoria data per effetto d*una forza F' diretta co- 
stantemente all'origine delle coordinate, allora dovrà essere verificata la legge 
delle aree : 

D cte = /i di, 

cioè 

V-D = /i = costante ; 

e si vede dalla (9) che T dovrà essere costante : la forza tangenziale F" allora si 
annulla e la misura della forza centrale F' viene data dalla formola di Moivre: 

„, /i»-r 
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La decomposizione (I) della forza acccleratrice in due, una diretta ad un punto 
fisso qualunque, nel piano della traiettoria, preso per orìgine delle coordinate ; e 
Taltra diretta secondo la tangente è stata data dal sig. Sìacci [Comples Rendus 
de VAcadéniic dcs Sciences, 5 Mai 1819, Tome LXXXVIU]. 

Dall'equazioni generali (3) si vede che la forza acceleratrice può considerarsi 
come risultante di due forze, una F' le cui componenti secondo i due assi coordi- 
nati ortogonali sono : 

( X' = /i»-A./'* 
(10) 

e l'altra F" diretta secondo la tangente, le cui componenti secondo gli assi coor- 
dinati sono : 

X"-H-/£*-4^.M./* 
dy 

(11) 

dx 

Ora indicando con (F' , tg) l'angolo che la direzione della forza F' fa colla tangente, 
otteniamo mediante le (IO), (7), (5) 

A^ + B^ 
sen(F:ig) = . '^^y 



ed 



^ dg "*" ° tfy DT» 



d«p d? 

A ~ — + O -p- 



donde si trae 



F' = 



dy 

fc»T' 
?D'sen(F', tg) 
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Per la forza tangenziale F'' ricaviamo d'A\e (H) 



ossia mediante le (1) e (S) 



F" = ft;«Mg- 



e siccome si ha : 

M = 



I rdT d? jtiT d^-ì 

I d» t/i? \ Lc/as dy dy dx J 



\ dx ^ dy/ 



dy 
ossia mediante le (IO), (7), (5) 



così otteniamo : 



„ 1 dT . r F' A, 



T r/T r A 



dove si denota con (F',?') l'angolo che la retta mF', condotta dal punto mobile 
in nella direzione e nel senso della forza F' dalla parte della concavità della curva, 
fa colla retta mo che unisce m coir origine o delle coordinate; e sì prende il segno 
più meno a seconda che la ?/iF' si trova a destra o a sinistra della direzione mo, 
supposto che la curva volga la sua concavità verso Tasse delle x. Si conclude che : 

2® Quando un punto mobile libero percorre una curva piana qualunque e 
la forza acceleratrice è decomposta in due, una F' la cui direzione fa colla lan- 

A 

genie alla Iraielloria V angolo (F'.tg), e V altra ¥" diretta secondo la tangente 
alla traiettoria, la misura di queste due forze è data dalle formole seguenti : 

F' = h« 



fì)Hen{F\tg) 
(li) 

T dT r /A 
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nelle quali si denoia con T ima funzione arhUraria delle coordinale del mobile^ 
con T e J) le disianze rispellive delV origine delle coordinate del mobile e dalla 
tangenle, con p il raggio di curvatura con ds Varco elementare della traicUoria 

A A ' 

con (F' . tg) ed (F' , r) gli angoli della F' colla tangente e colla retta r, e con k 
una costante dipendente dalla velocità iniziale arbitraria e dalla posizione ini- 
ziale del mobile. 

Se avviene che la forza F' sia diretta all'origine delle coordinate, allora si ha : 

sen(F,r) = sen (F , tg) = ~ , 

e le formole (IJ) si cambiano nelle (I) le quali sono un caso particolare delle (II). 

A 

Le formole (I) sostituendo a D il suo valore rsen(F',tg) si scrivono nel modo 
seguente : 

P' =-- 



F" = 



r» psen3(r,tg) 

k\ T dT 

r*'sen*(F',tg) ds ' 



e supponendo l'origine delle coordinate talmente lontana da potere trascurare le 
variazioni di r in grandezza e direzione cioè da potere considerare r come costante 

h 
ed F' come parallela ad una retta fissa, chiamando e la costante - concludere- 
mo che : 

3" Quando un punto mobile libero percorre una curva piana qualunque e la 
forza acceleralrice è decomposfa in due, una F' di direzione costante e V altra 
¥" diretta secondo la tangente alla traiettoria, la misura di queste due forze è 
data dalle formole seguenti: 

F = e* • 



psen'{F',tg) 
^"^) i 

\ sen\r ,tg) ds ' 

nelle quali si denota con T una funzione arbitraria delle coordinate del mobile 
con ds Tarco elementare della traiettoria con p ti raggio di curvatura, con 

A 

(f j tg) Vangalo che la direzione della F' fa colla tangente alla traiettoria, e con 
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c vna coslavtc dipendente daìia velocità iniziale arbitraria e dalla posizione ini' 
ziale del mobile. 

Queste formolo si ottengono immefliatamente dalle (10) e (II) supponendo 
r equazione della traiettoria risoluta rispetto ad y: infatti allora si ha: 

d^ d^_ dy^ B-^ 

dy^'dx" dx ' ' dx*' 

dx dy dx ds dx ^ 
e la forza F' risulta parallela ali* asse oy; e dalle (10) e (11) ricayiamo : 



F" = ».r.Mv/. + (|)- = «VMA, 



A 

osservando poi che il seno dell* angolo (F',tg) fra la tangente alla traiettoria eia 
direzione della forza F', cioè Tasse delle y in questo caso, è dato da 



S/'HID* 



e che si ha 



p8en»(F',tg) = ^, . 

otterremo le formolo seguenti : 

/ p^ ^n ^ h^r (dsY 

[ psen*(F',tg) p \dx/ 

<*2) ^ df 

. "8en»(F',tg)^ ^ dsXdxJ ' 

le quali, se si prende f=j.'^t coincidono colle (III). 

Le formolo (111) si ottengono direttamente dalle equazioni (3) prendendo la fun- 

VOL. XIX. 53 
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zione arbitraria f della forma seguente : 

T 



f= 



do dcp 

-7^ sen 1* -f :r^ cos ui 

c/y dx 



essendo T una funzione arbitraria delle coordinate del mobile e pi l'angolo della 
direzione costante della forza F coli* asse ox : sostituendo questa funzione nelle equa- 
zioni (3) e osservando che si ha : 

d<D d(D 

sena» T^ + cosa. -p- . 

^ dy ^ dx ,„ A . 
^ = sen (F' , tg) 



A%)'^m 



.dxy \dy 
si ottengono le equazioni seguenti : 

k*T* dx 



X 



Y = 



_^ T dt 

p sen» (F' , tg) ''"^ '* "^ (*.•? ■ sen» (F' , tg) ' i>" 



fc»T» 



psen»(F',tg) 



sen|i-t--f^-ft* 



dT 



ds sen' (,F' , tg) ds ' 



dalle quali si vede che la forza acceleratrice'>risulta di due, una F' di direzione 
costante che fa rangole [x coli' asse ox, e l'altra F" diretta secondo la tangente 
alla traiettoria e che queste due forze sono le (III). 
In questo caso si ha per la velocità 



(13) 



^■=^^nKÌ7=^^- 



dx 



.^e la forza tangenziale F" è data proporzionale al quadrato della velocità del mo- 
bile, se si ha cioè per la (i3) : 



^"-^'-^'r^i^T' 



sostituendo questo valore di F" nella seconda delle (12) si ottiene 



donde 



±*•^=5^ 



/•=oe±**, 
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dove va preso il segno più se la F'' agisce nel senso del movimento ed il segno 
meno se agisce in senso contrario. Nel caso dei proietti lanciati obliqnamente nel- 
l'aria la forza F' di direzione costante è la gravità eguale a +.7 e la forza tangen- 
ziale F" è la resistenza dclFaria proporzionale al quadrato della velocità e che agisce 
in senso opposto a questa, perciò sostituendo nella: 

+ flf ad F', (ur^* ad /"otterremo, posto c = ±-r^, l'equazione differenziale della 
traiettoria 

od anche : 



s=»''Bv..(ir. 



Quando il mobile descrive la traiettoria data per effetto di una sola forza F' di 
direzione costante, per ottenere questa forza basterà supporre nelle (III) T costante 
e si avrà: 



^'*^ ^'"pscn»(F',tg)* 



A 

Se la forza F' nelle (II) risulta normale alla traiettoria sarà allora. sen(F',tg)=:l 
e concluderemo che : 

V* Quando un punto mobile libero percorre una curva piana qualunque e 
la forza acceleralrice è decomposta in due, una F' diretta secondo la normale 
alla curva e V altra F" secondo la tangente, la misura di queste due forze é data 
dalle formole seguenti : 



(IV) 



T dT r ^ 



nelle quali si denota con T una funzione arbitraria delle coordinate del mobile 
con ds l'arco elementare della traieltoria, con p il raggio di curvatura, con r e 
D le distanze rispettive delV origine delle coordinate dal mobile e dalla tangente. 
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A 

voìi (F',r) l'angolo deìla ¥' colla r, e con k una costante dipendente dalla velo- 
cità iniziale arbitraria e dalla posizione iniziale del mobile. 

Introducendo in queste formole la velocità Y prendono la nota forma : 

V* 

F' = - 

P. 
^ "di^- 



Infatti si ba dalla (9) : 



v=a4, 



V* 

e sostituendo nella prima delle (IV) si ottiene subito F' = — ; derivando poi ri- 

P 
spetto ad s si ba : 

(te "^ D (te "" D* d8 * 

e sostituendo nella seconda delle (IV) avendo notato che è: 

dV (te_ ji_ / d8\ dl^dh 
ds "di' di V (ii / (te ~ di* ' 



diviene : 



^■=^-^[f±5-(^'-'] 



P 

Ora nel nostro caso la quantità dentro parentesi è nulla: infatti derivando rispetto 
ad 8 ì due membri della seguente identità 

,^ dx dy 

^ (te (te 

({9 

if^j ti oc 

dedotta sia dalla formola (7) col porvi --^ = ---- sia dalla misura dell'area del 

ax a^ 

ly 

triangolo elementare formato da (te e due raggi vettori r infinitamente vicini, che 

, D(te 

e -«- j e intendendo che siano positivi D e Tarea elen:entarc quando il raggio 
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vettore r che la genera ruoti da oy verso ox e negativi nel caso contrario; avremo : 

dD r /y d^x x d^y\ __ r A 

A 

dove l'angolo (p,r) fra il raggio di curvatura e il raggio vettore, che in questo 

A 

caso è r angolo stesso (F' , r) sia preso come si è detto di quest' ultimo nelle for- 

d^8 
mole (li): resta dunque F" = ^- 

Se prendiamo la funzione arbitraria f della forma seguente : 

T 



(15) r= 



dy ^ dx 



dove T è pure una funzione arbitraria di x y y, e notiamo che la distanza A del- 
r origine delle coordinate dalla normale alla traiettoria è data da: 



06) A = 



d9 d<f 



m'^O' 



dalle (2) (10) e (11) ripetendo calcoli analoghi a quelli fatti per le (II) otteniamo 
per la velocità : 

(") ^ =*•-!• 

e per le componenti della forza acceleratricc le formole seguenti : 

fc*T* 

F' =5 



'p4»sen(F',tg) 



A 

avendo preso l'angolo (F' , r) come si è detto nelle (II) ; e concludiamo che : 

5^. Quando un plinto mobile libero percorre una curva piana qualunque e 
li forza acceleralrice è decomposla in due, una F" diretta secondo la tangente 

A 

alla traiettoria e l'altra F la cui direzione fa colla tangente l' angolo (F',tg). la 
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misura di queste due forze è data dalle formole seguenti : 

p leseli {F'jg) 

T dT T* r ^ 

1^ ds a^ 1 

nelle quali si denota con T una funzione arbitraria delle coordinale del mobile^ 
con ds Varco elementare della traiettoria con p ti raggio di curvatura, con r e 
A le disianze rispettive delVorigine delle coordinale dal mobile e daUa normale 

/\ A 

alla iraielloria, con (F' , tg) e (F' , r) gli angoli dolla F' colla tangente e colla 
Telia r, e con k una costante dipendeìUe dalla velocità iniziale arbitraria e dalla 
posizione iniziale del mobile. 

Se la componente F' risulta normale alla retta r che unisce il punto mobile 
coir orìgine delle coordinate, allora si ha: 

A A A 

cos(F' , r) = sen(F' , tg) = - , 

e le formole precedenti divengono : 

TV 

A* da A' 

e si conclude che : 

6*". Quando un punto mobile libero percorre ima curva piana qualunque e 
la forza acceleratrice è decomposta in due, una F' diretta normalmente alla retta 
che unisce il mobile colV origine delle coordinale, e V altra F" diretta secondo la 
tangente alla traiettoria, la misura di queste due forze è data dalle formole 
seguerUi : 



(VI) • 



"^ A* ds A3 



nelle quali si denota con T una funzione arbitraria delle coordinate del mobile, 
con ds l'arco elemetifare della traiettoria, con p il raggio di curvatura, con r e 
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A le disianze rispelUve dell* origine delle coordinale dal mobile e dalla normale 

alla iraielloria e con k una costante dipendente dalla velocità iniziale arbitraria 

e dalla posizione iniziate del mobile. 

Se la componente F' viene a passare per 1* origine delle coordinate si ha al- 

A ^ D 

lora nelle (V) co8(FSr) = l, sen(F' , tg)=:— e si conclude che: 

r 

7**. Quando nn punto mobile libero percorre una curva piana qualunque e 
la forza acceleratrice è decomposta in due, una ¥' diretta alV origine delle coor- 
dinale e V altra F" diretta secondo la tangente, la misura di queste due forze è 
data dalle formole seguenti: 



T*r 

F' =k« 



(VI) 



pDA* 



F' = k* xi j k* r-= + k* 



A« ds A»^ pDA»' 



ne{Ie quali si denoia con T una funzione arbitraria delle coordinale del mobile 
con ds Varco elementare della traiettoria con p il raggio di curvatura, con r, D, A 
le distanze rispettive delV origine delle coordinale dal mobile, dalla tangente e 
dalla normale alla traiettoria e con k una costante dipendente dalla velocità ini- 
ziale arbitraria e dalla posizione iniziale del mobile. 

Nel caso in cui il moto avviene per elTetto di una sola forza centrale diretta 
airorigine delle coordinate, allora dovendo essere verificata la legge delle aree: 

VD = costante , 

T 

ed essendo V = & -r la T sarà data da : 
A 

(18) T = /iA, 

e per questo valore di T la prima delle (VII) diviene la nota formola 

r 
* -^ pD*' 

e la seconda si annulla. Infatti derivando rispetto ad s la (18) si ha: 

dT __^ dA _/iA_ dD 
ds " D d8 D« ds ' 

e dalla identità : 

A« + D« = r« 
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si ha : 

di rdr D c/D ^ 
ds "" A (Ì8 A ds ' 

r d?' 
in questa il rapporto r-y è eguale alt* unità, perchè diiTerenziando la: 



e sostituendo nella (16) sotto la forma: 

Ads = a5dx + ydi/ 
si trova A ds = r dr, cosicché resta : 



Ora si è trovato ; 



e perciò 



sostituendo si ha: 



(te 


'-J 


dD 

da' 


dD 


r ^ 
+ -8en(p,r); 


A 

r8en(p,r) = A 


si è detto 


sopra, so 


dD 
ds 


_ A 

~ P ' 




dà 

ds 


= 1- 


D 

- • 

P' . 


dT 
ds 


h 
~D " 


Al* 
pD»' 



osservando che 



e che i segni di D, presi come si è detto sopra, sono contrari a quelli di A, si ha 



T TD 

ossia moltiplicando per ^ e notando che è h = — si ha: 

T dT T« r«T* 



A* ds A' pDA»' 

doTìde sì vede che la F" è nulla. 
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Le forinole precedenti si possono ottenere direttamente conoscendo la velocità 
in funzione delle coordinate del mobile mediante le relazioni sopra stabilite : 

T T 

partendo dalle componenti della forza acceleratrice secondo la normale e la tan- 
gente alla traiettoria ; le quali sono come è noto : 

* P 
F -V^ 

Basterà dimostrarlo per le formolo (IJ) e (Y) che sono le più generali. Decompo- 
Diamo la forza normale — in due, una F' la cui direzione faccia colla tangente 

A 

alla traiettoria F angolo (F',tg) e l'altra nella direzione della tangente e che si 
aggiungerà alla V -j- ; avremo : 

A VI T* 

F'8en(F',tg) = - = fc*^ 
(19) 

F" = V-J^+F'cos(P,tg). 

T 
Ora dalla Y = ft |r- si ha : 

^ ds -* D« ds * D» ds ' 

dD r ^ 

ossia, poiché è -r- = - cos (r , tg) , 



dV_.,T dT TI r %. 

^ dF"* Di (te * D^ -C08(r,tg), 



od anche per la prima delle (19) 



^^ = **65 ^-^F'sen(F',tg)co8(r.tg), 
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e sofitituendo nelfa seconda delle (19) otteniamo: 



T dT r r n A A A i 

^"^**5i ^ + F'^[^cos(F',tg)-sen(F',tg)cos(r,tg)], 



e, osservando che è 



D A 

— = 8en(r,tg), 



si hnnno finalmente le formole : 

F' =h* 



T» 



pD»sen(F',tg) 



^"^'^^^'^ìf^'^^" ("'"•)' 



ohe sono appunto le (II). 



Se soslituumio nelle (19) V = /tj abbiamo: 



F'smiF'%) = k*^^, 



dy_fc^ dT^_ T* dà_ 



ossia per essere, come si è visto sopra, -r- = ^ 



Oli nudi e : 



ds A* ds A» A» p 



„dV ,,T dT ,,T« D „, ,„, ^, , 



soittìtuendo nelb (19) si ha: 

T dT T* r A D Al 

^"^^*Ìi ^-ft*^, + F'[cos(F',tg) + J-sen(F',tg)J. 
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ossia anche : 



TdT T*rrA A D '^l 



ed osservando che è — = 8en(r ,tg), — =co8(r ,tg) si ottengono le forroole : 

T* 

F' = ft» 



pA»8en(F',tg) 



che sono appunto le (V). 



Quando la traiettoria del mobile non è piana, riferendola a tre assi coordinati 
ortogonali e chiamando 

( 9(0B , i/) = 

(1) 

le equazioui delle proiezioni della traiettoria sui piani coordinati xoy , yozj le com- 
ponenti della velocità, secondo i tre assi coordinati : 

di ^ dy dz ' 

(2) ! ^^q:,^.^,^.^ 

ì di ^ dx dz ' 

1 ^^ - . b ^^ ^* /• 

dove /" è una funzione arbitraria di Xj y^ z e k una costante dipendente dai valori 
iniziali della velocità Y e di a; , j/ , 2 , convengono al moto del punto secondo la 
traiettoria data (1) poiché la direzione delia velocità del mobile viene ad essere 
cosi quella della tangente alla traiettoria. 
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Derivando queste equazioni rispetto al tempo t e ponendo : 

' "dxdy dy dy* da 

p_ d*<p dy^^d^p d9 
"dxdy'dx dx*"dy 

(3) / c=-^.^-^.^ 

^ dy dj2 dz dz* * dy 

j^^ d^^ d^ d^^ dà 
dy dz dy dy* dz 

1 jj_d/; dqp d4{_d^ dy d4* d/^ dy d^/ 
' da? dy dz dy' dx dz dz' dx' dy 

otteriiaiiJQ le componenti della forza acceleratrice seguenti : 

,., v=..(a)'.B.r.. ..(©'•«■'■; '-Si-' 

d4/ d^; - /dy Y dy d^ 

\ ^- ^ dy (/2^' ^'^ VdJ ^^ +* dx dy^ '' 

Prendiamo ora la funzione arbitraria f della forma seguente : 

T 



(5) 



f= 



dy d^ dy d^ dy d^ 
dy dz^^dx dz ^ dx éy 



dove T è tiim lunzione pure arbitraria di x, y, z e notiamo che la distanza N del- 
r origine dello coordinate dal piano normale alla traiettoria nel punto x , y , z 

ponendo : 



(8) 



dx dz ^ dx dz dx dy 

I R ^ J(dj m* 4 ("il ^V 4. C^^ ^ V 
\ ^ \dy dz) \dx dz / "^ \dx dy) 
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è data da : 

(1) N = ^. 

Sostituendo questa funzione (S) nelle equazioni (2) si ottiene mediante la (7) per 
la velocità Y la formola : 

(8) V = tl. 

e sostituehdo nelle equazioni (4) si ottengono le seguenti : 

/ 1 ^ 7 di dx 1* dx T* ^ ^ , 



j ife» ' - N» d8 ds N» cfe U» ^^*^ ^*^^ 
t „ T dT da T» dz T» - . , 

\ fti^=N*dr'dr-N5dr"(p(^»''-^»^^' 



avendo notato che è ; 



dy dz ^ ds 

do d^ ^^ dy_ 

dx Ifz " ds 

dy dtp _p dz 

dx"' dy "" ' ds 



ed avendo posto 



d^ d9 

dz da? 
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8i vede ora dalle equazioni (9; che la forza acceleratrice risulta di due forze, 
una F" diretta secondo la tangente : 



T dT T* 



e r altra F' le cui componenti secondo i tre assi coordinati sono 



fc* 



^ X'=-^(Q,t,~Q3Z) 



U« 



CU) 



lr==-^(Q,;:-Q,x) 



Kottiplicando queste ordinatamente per x, y, z e sommando si ha : 

X'x + Y'y + Z'z = Q, 

e ciò esprime che la direzione della forza F' è normale alla retta r che unisce il 
punto mobile coir origine delle coordinate, cosicché la F' sarà determinata in dire- 
zione dal) intersezione del piano osQulatore con un piano normale alla retta r con- 
dotto pel punto mobile dove si suppone applicata la F'. Le quantità Q^ ,Qj, Qj, R 
considerando le equazioni (1) della traiettoria come risolute rispetto ad y ed a z 
e poi considerando :: come funzione di y ed y di se variabile indipendente, si scri- 
vono nel modo seguente : 



Q, 



= _^ 



dx* 



(Ì2) 



ft _ tt*j/ dz d*z dy 
*"~(.aB*'dx dx* dx 

*^'-dx* 



ed è ora facile verificare che la forza F' giace sul piano osculatore: infatti sosti- 
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T-t/ Z-z 



dy 
dx 



^ 






dz_ 
dx 

d*z 
dx* 



-0 



del piano osculatore alle differenze X-x, Y-y, Z-2, che sono proporzionali ai 
coseni degli angoli coi tre assi coordinati di una retta qualunque passante pel 
punto mobile x, t/, 2 e situata in questo piano, i secondi membri delle equazioni 
(11) che sono proporzionali ai coseni degli angoli, coi tre assi coordinati della F', 
si trova che il determinante diviene identicamente nullo, poiché viene della forma: 

dove 6i » 62 , 63 sono identicamente nulle. 

Si ha dunque dalle (11) per la forza F' : 

« 



Notiamo che dalla (7) si ha 
che la quantità 



U = R.N , 



VQt' + Qi^ + Qs'" 
R» 



è eguale ali* inversa del raggio p di curvatura, per le (12), e che il radicale al nu- 
meratore nella precedente formola è eguale al seno dell'angolo fra la retta r e la 

A 

normale al piano osculatore, ossia dell'angolo (Pr.Po) fra un piano P,. normale alla 
retta r e il piano osculatore Po : si ha perciò 

F = /c*i^sen(P,,Po). 

e si conclude che : 

8"*. Quando un punto mobile libero ipercorre una iraielloria qualunque a 
doppia curvalura, se si decompone la forza acceleralrice in due, una F' sul piano 
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osculalore e normale alla reità che unisce il mobile con un punto fisso qualnu'^ 
que preso per origine delle coordinate, e V altra ¥" diretto secondo la tangente 
alla traiettoria ; la misura di queste due forze è data dalie forinole seguenti : 



(Vili) 



Tir A 



nelle quali si denota con T una funzione arbitraria delle coordinate del mobile, 
con ds /' arco elementare della traiettoria, con p il raggio di curvatura con r ed 
N te distanze rispettive delV origine delle coordinate dal mobile e dal piano nor- 

A 

male alla traiettoria, con (P^ , P.) V angolo fra un piano P,. normale alla retta r 
e il piano osculatore Pq , e con k una costante dipendente dalla velocità iniziaie 
arbitraria e dalla posizione iniziale del mobile. 

Se la curva fosse piana la distanza N diverrebbe la distanza d deirorigiue 
delle coordinate dalla normale alla traiettoria, sen(P^,Po) sarebbe eguale ad uno 
e le formole precedenti si cambierebbero nelle (VI). 

Le formole (Vili) poiché si ha: 

N=rcos(P,CPn) 
essendo (P^jP») l'angolo fra il piano P^ normale alla retta r ed il piano P,» nor- 



male alla traiettoria, si scrivono nel modo seguente : 



F' 



fty T»8en(P,CPo) 
pco8»(P,^P«) 



(13) 



'"=(') 



kV ds h} 



COSHPrX) ^'C0S»(P,')PJ 



Ora se supponiamo l'origine delle coordinate talmente lontana da potere trascurare 
le variazioni della grandezza e della direzione della retta r cioè da supporre r co- 
stante ed -, -, - costanti ed eguali ai coseni cosX , cosjjl , cosv di una retta 
r r r 

fissa normale ad un piano fisso P^ dato, si vede facilmente riportandosi alla for- 
mola (5) dove si supponessero x ,y ,z costanti , che nelle (9) non comparirà il 
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T* 
termine^ e perciò neppure il secondo termine nella seconda delle (13) e posto 

- = e concluderemo che : 
r 

9'. Quando un punlo mobile libero percorre vna traieiloria qualunque a 

doppia curvatura, se si decompone la forza acceleralrice in due una F' sul piano 

osculatore e parallela ad un piano fisso, e l'altra F" diretta secondo la tangente 

alla traiettoria, la misura di queste due forze è data dalle formale seguenti : 

* _c - 

pC08»(PpP„) 

(IX) 

r = c*— ^, 

C08«(PpP„) 

nelle quali si denoia con T una funzione arbitraria delle coordinale del mobile 
coìi ds r arco elementare della traiettoria , con p il raggio di curvatura , con 

A A 

P / > Po) c (J^f > P») rispettivamente gli angoli fra un piano fisso dato P^ ed i 
piani oscnlatori Po e normale P„ atta traiettoria e con e una costante dipendente 
dalla velocità iniziale arbitraria e dalla posizione iniziale del mobile. 

Supponendo la funzione arbitraria T costante , la forza tangenziale F" sì an- 
nulla e la forza acceleratrice è allora la seguente : 

(14) F=/i^-^^?4r^. 

pcosMPr,P„) 

Ora se immaginiamo pel punto mobile m condotti il piano normale P^^ ed il 
piano osculatore Pq alla traiettoria, ed il piano fisso P^ la cui intersezione col piano 
osculatore dà la direzione della forza F, e poi condotte da m le normali a questi 
piani, ci sarà facile vedere che la normale N^ al piano fisso si proietta sul piano 
osculatore sopra una retta perpendicolare ad F, che fa colla tangente alla traiet- 
toria un angolo co ed un angolo a coli* obbiettiva N^; e si avrà: 



A 



cos(N^ 5 tg) = cosa cosw + sena senio cos90 
ossia 



A ^A A 

cos (N^ , tg) = sen (P; , Po) sen (F , tg), 

VCL. XIX. 2S 
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6 perciò la formola precedente si scriverà come segue 



P=— "' 



A A 

p8en*(PpPo)sen«(F,tg) 

e si r**ncluderà che : 

10'^ Qffando un pnnlo mobile libero percorre una iraielloria qualunque a 
doppia curvatura per effetto di una forza F situala sul piano osculatore e pa- 
ratldn ad un piano fìsso dato la misura di questa forza è data dalla formola 

segumia : 

CXI F = ^ —. 

p8en«(PpP,)sen»(F,tg) 

A A 

nella quale si denota con (P^, PJ e (F , tg) gli angoli fra il piano fìsso e il piano 
ùBt'nlatorej e fra la direzione della forza e la tangente alla Iraielloria, con p il 
ViKjtjio di curvatura e con h una costante dipendente dalla velocità iniziale ar- 
bitrarla e dalla posizione iniziale del mobile. 

Se la curva e piana , il piano osculatore coincide col piano della curva , 

scimP^/Pq) è costante e la (X) si cambia nella (14) trovata sopra al paragrafo 1. 
Iv foruiole (YIII) si possono ottenere direttamente partendo dalle componenti 
lìi^lla U^vm acceleratrice secondo il raggio di curvatura e secondo la tangente , le 
quelli sgiio come è noto 

F =1* 

" P 

F, = \ — 
^'^ ^ ds 

T 

iiHnliante la (8) V = fc^. Infatti pel punto mobile m conduciamo il piano oscula- 
la re alla traiettoria ed un piano perpendicolare alla retta r che unisce il mobile 
coir origine delle coordinate; l'intersezione di questo piano col piano osculatore 
dà la direzione mF' della componente F' la quale fa col raggio p di curvatura Tan- 

A V^ 

golo (F' , p) : decomponendo la forza normale -— in due una nella direzione mF' e 
l'altra nella direzione della tangente avremo: 

Vt A 

y=F'C0S(P,p). 



ì 
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Immaginando ora la sfera che ha per centro il punto mobile m e per raggio la 
lunghezza mo della retta r e proiettando questa sul piano osculatore in r^ e sul 
piano normale in r« e conducendo la normale Nq al piano osculatore, si vede che 

A A A 

gli archi di cerchio massimo che misurano gli angoli (F' , i\) , (F' , r) , (F' , N©) , 

A A A A j. 

(^1 1 tg) , (No , tg) , (No , p) , (No ^ r,) sono eguali a - : e se chiamiamo W Y angolo 
fra il piano [FTr] e il piano osculatore, e W l'angolo fra il piano [F\r] e il 

A 

piano (F' , No] che è misurato dall'angolo piano (r , No) si avrà : 



|+W' = 5 + (r,N.) = W, 



poiché il piano [F' , No] è perpendicolare al piano osculatore. Ora la distanza N 
deir origine delle coordinate dal piano normale alla traiettoria è data da : 

A 

N = r sen(r ,r|), 
ossia, poiché nel piano delle tre rette r , r, , tg perpendicolare al piano normale 

A Tc A 

si ha fra gli angoli di queste la religione r tg = - + f r*i > è data da 

A 

N = -rcos(r,tg), 
e siccome dal triangolo sferico (r » F' , tg) si ha 

A A A A A 

cos (tg , r) = cos (F' , r) cos (F' , tg) + sen(F' , r) sen(F' , tg) cos W 



ed è 



cosi otteniamo : 



W==(r,No) + | e (F,r)=.2, 



A A 

N = r COS (F' , p) sen (r , No), 

A 

donde moltiplicando ambedue i membri per F' e sostituendo ad F'cos(F',p) il suo 
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valore ~ cioè k^ -^, , abbiamo la formola 

Tir A 

F' = fe^^3sen(P,,Po), 

che è appunto la prima delle (Vili). 

dV 
Per aYCrc la F" osserviamo che alla componente V-r- si aggiungerà la forza 

A V« 

F'scn{l^\p) proveniente dalla decomposizione della •— e, nella supposizione im- 

dV 
plicita nei precedenti calcoli che la componente F' si trovi dalla parte della V — , 



dV A 

F" = V^-Fsen(F,p), 

dV , „ „ . T 



dV T 

ossia avendo dedotto V -=— dalla V = fe rr avremo : 

ds N 

Ora sì ha: 

do; . dv . dz 
ds ^ ds ds 

e derivando rispetto ad s si ha : 

dN_-r/a5 d^y ^2 d*js \ 
ds ■" "^p \f ^ds» "^r ^ds» "^'f^tìsV ' 

A 

ossìa chiamando (r,p) l'angolo delle due rette p ed r condotte da m 

dN - r, A 
-=l-->s(r,p), 

e perciò !a procedente, sostituendovi anche ad F' il suo valore, diviene 

T /fT TI T«r A A A 
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Ora dal triangolo sferico (p,r,F') si ha: 

A A A A A A 

C08 (r , p) = cos (p , No) cos (r , No) + sen (p , N^) sen (r , No) cos (p , r^), 

A t: ^ te ^ 

ossia poiché (p , Nq) è eguale a - e (pr2)=- - (F' , p) si ha: 

A A A 

COS (r , p) = sen (F' , p) sen (r , N^), 
perciò la precedente formola si riduce alla seguente : 

* "'' N*"di"~'^ N»' 

che è appunto la seconda delle (Vili). 

Altre decomposizioni della forza acceleratrice si possono ottenere dalle (IS) 
mediante la (8) in modo analogo. 

Ciò che precede risponde al problema generale di determinare le componenti 
della forza acceleratrice d'un punto mobile, espresse in funzione delle coordinate 
di questo, conoscendo soltanto la sua traiettoria. 



Bologna 21 Maggio 1880. 
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SISTEMI COMPLETI DEI PRIMI CINQUE GRADI 

della forma lernarìa biquadratica e degi iQvarianli, covarianti e controvarianti 

dì sesto grado 



PEL 



Dott. GIOVANNI MAISANO 



5. \ Preliminari. 

Rappresentando simbolicamente con 

r=a/ = 6/=c/=. .. 

la forma ternaria di ordine 71, il sig. Clebsch (Crelle's Journal Band. 59) ha 
dimostrato che tutte le forme invariantive della stessa sono funzioni razionali e in- 
tere della forma del tipo 

P = ^x &a? <^a? <*x • • • (abujjiacu) (6ctt) . . . (aòc) {abd)(J)cd) . . . 
in cui (aòc) e (abu) rappresentano i determinanti 
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Il numero dei fattori a^b^Cg^ ... dicesi 1* ordine della forma P; il numero dei 
fattori (abìi) , (acu) ... la sua classe; il numero dei simboli a , 6 , e , ... , cioè il 
grado nei coefficienti della forma f, semplicemente il suo grado, la somma dell'or- 
dine e della classe il suo rango. Chiamansi poi invarianti le forme di rango uguale 
a zero ; covarianti quelle per cui è uguale a zero solamente la classe, conirova- 
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rianti quelle per cui è uguale a zero solamente l'ordine; connessi quelle per cui 
non è zero né l'ordine né la classe. 

Un certo numero di forme di un dato grado costituiscono un sislema completo, 
quando mediante le stesse e mediante forme di grado inferiore si possono esprimere 
in modo razionale e intero tutte le forme di quel grado. 

Noi, seguendo il metodo esposto dal sig. Gordan {iSath. Annalen I Band.), 
ci proponiamo stabilire i sistemi completi dei primi cinque gradi per la forma ter- 
naria biquadratica, il sistema completo degl'invarianti, covarianti e controvarianti 
del sesto grado, interpretare geometricamente quelle forme che meglio vi si prestano. 

Da una forma del grado m-ì: 

F = 6aj Caj da? • • • (bcu){bdu) (cdu) . , . (6cd)(6ce) . . . 

si può ottenere una forma del grado m nel seguente modo si sostituiscano a X dei 
fattori K^x^x'-'A fattori (6aw) , (cati) , (dau); a x dei fattori (hcu),(bdu)j(cdu),.,. 
ì fattori {bea) , (bda) , (c.da) e si moltiplichi per bj^'^"^ se n é il grado della forma 
fondamentale f. Diremo allora che la forma di grado m deriva dalla forma di grado 
m - 1 mediante la combinazione che ha i moduli X e x. Ad un sistema modulare 
(x , X) corrispondono 

p! ql 



(p-X)!X! (qf~x)!x! 

combinazioni, se p e 7 indicano l'ordine e la classe della forma F di grado m— ! 
per cui si opera per ottenere la forma di grado m. Alcune di queste combinazioni 
possono però coincidere, e ciò quando alcuni dei fattori aj,b^Cg^.,. ovvero (aòu), 
(acu) , (bcu) siano identici fra loro. 

Mediante combinazioni si possono ottenere tutte le forme di grado m da quelle 
di grado m — 1 nel seguente modo : 

Siano P,F2F3... tutte le forme di grado m-1 ; si stabiliscano tutti i sistemi mo- 
dulari (X , x) colla condizione x + X _< n e tutte le combinazioni corrispondenti ad 

ogni modulo, quindi si applichino tutte queste combinazioni a ciascuna della forma 

Pi Fi F3 . . . 

Faremo succedere i sistemi modulari nel seguente modo: porremo prima quelli 
per cui (X-hx) = l, poi quelli per cui X + xr.2, etc. inoltre i sistemi pei quali X + x 
ha lo stesso valore li disporremo in modo che in esso x assuma successivameute 
i valori 0, 1, 2. 

Di due sistemi modulari diremo inferiore quello per cui è minore la somma 
X + X ; analogamente di due combinazioni diremo inferiore quella che corrisponde 
a un sistema modulare inferiore. 
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Diremo apparlenenli ad una forma P di grado m - 1 quelle forme di grado m 
che da essa deduconsi, applicandole le combinazioni Ci C2 C^ ... corrispondenti .11 
sistemi modulari 1,2,3,... una per ciascun sistema e arbitrariamente scelta, purché 
le forme di grado m così ottenute non si annullino identicamente, non si sconi- 
pongano in forme di grado inferiore, né si possano ottenere da altre forme di 
grado m — 1 mediante combinazioni inferiori. 

Nella citata memoria (Malli, annalen Band. I) il sig. Gordan dimostra il se 
guentc teorema: 

« Se le forme 

P, P, P, . . . 

costituiscono un sistema completo di grado m— 1, le forme ad esse appartenenti 
costituiscono un sistema completo di grado m. 

Sebbene il sistema di grado 771 cosi ottenuto non sia in generale irreduttibile. 
non conoscendosi ancora dei criteri sicuri per decidere se una forma è no da* 
componibile, tuttavolta possiamo ottenere un sistema quanto più ridotto giovandoci 
delle seguenti considerazioni. 

1) Da una forma costituita solamente di fattori a^b^c^... e (abu),{acu),{bcv)^ ,.. 
si può dedurre una forma relativa alla forma binaria corrispondente, sostituendo ai 
determinanti ternari (abu), (acu). (bcu),,,. i determinanti binarli (ab), (ac), (be'),,. 
e ai fattori a^x^ + a^x^ -f a^x^ , 6,cc, + b^x^ + 63X3 , . . . i fattori a,», + a^o^ , 
64», 4- òjOJa . ... cosicché se questa forma binaria si scompone in altre forme bi- 
narie, la forma considerata si scomporrà nelle corrispondenti forme ternarie , cui 
si aggiungano delle forme di rango inferiore moltiplicate pel fattore u^. 

2) Da una forma relativa alla fórma fondamentale f=aj^j nella quale ad ognuna 
dei simboli a, 6, e, , . . corrisponde almeno un fattore simbolico a^p , 63. , c^. . . . si 
deduce una forma appartenente alla forma fondamentale r = flx'*^*» lasciando un 
fattore a^ un fattore b^ etc. , epperò quella forma sarà scomponibile in altre di 
grado inferiore se lo é quest'ultima. 

3) Nello stabilire il sistema completo di grado m - 1 per ottenere poi quello 
di grado m gioverà scegliere quelle forme in cui si trovano ripetuti i fattori sim- 
bolici (ixK^x •'• i poiché sarà allora facile dedurre da una forma di grado m- l 
un* altra di grado 771, la quale può anche esser dedotta per combinazione inferiore 
da un* altra forma di grado m - 1 . 

Delle forme che costituiscono il sistema di grado in alcune possono essere de- 
componibili, e ciò si dimostrerà col calcolo simbolico fondato sulle trasformazioni 
che si possono effettuare mediante le seguenti identità : 

I. {abc) dgp — {abd)c^ = (acd) b^ - (6cd) o^. 

II. (abc) (dau) - (abd) {cau) = (acd) (bau) - (bcd) (acu) 

III. {abc)(abd)c^d^=^^[(ahcyd^^'\'(abd)^c^^^ 
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$. 2. Sistemi completi dei primi cinque gradi della forma 
ternaria biquadratica f=a^^. 

Siccome in questo caso x + X<4 si hanno i 14 sistemi modulari 
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e per ottenere la forma di un certo grado m, basta applicare a ciascuna forma di 
grado m- 1 combinazioni corrispondenti a questi 14 sistemi modulari, scegliendo 
per ciascun sistema modulare la combinazione più conveniente allo scopo di otte- 
nere un sistema completo di forme di grado m quanto più ridotto. 

A rendere più sistematico il procedimento stabiliremo tante tavole quante sono 
le forme di grado m - 1 da cui vogliamo dedurre le forme Q di grado m, ponendo 
in cima ad ognuna di esse la forma P su cui operiamo, alla sinistra , in ordine 
crescente, i sistemi modulari cui corrispondono le combinazioni applicabili alla for- 
ma P, e a destra di questi le forme Q che se ne deducono. Queste forme Q non 
appartengono tutte alla forma P, appartenendovi impropriaineale quelle , che si 
annullano identicamente, quelle che si scompongono in forme di grado inferiore, e 
quelle che possono esser dedotte da un* altra forma P, mediante combinazioni ap- 
partenenti a sistemi modulari inferiori. Questo ultimo caso verrà indicato, ponendo 
a destra della forma Q il segno ^ : e di seguito la forma P da cui può esser de- 
dotta Q per un sistema modulare inferiore. 

Il sistema delle forme di grado zero è rappresentato dalla forma u^^. 

Il sistema delle forme di primo grado è rappresentato dalla forma fondamen- 
tale f=aa,* = 6/. 

Per ottenere il sistema completo delle forme di secondo grado basta dunque 
trovare le forme appartenenti alla forma o^.*, e si ottiene 



I. 



/•-a,* = 6,* = c,* = 



1. aj^bj^(abu)=^0 

3. a^n^\abuy = U/u^^ 

6. a^b^(abuy=:0 

1 0. (abuy = tt^* = Up* = t// = . 

VOL. XIX. 
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Il si^tcm^l comi^lcto di ^'^ grado è dunque costituito dalle duo forine 

II. (a6u)* = a^* = np*= . . . 



s 



2. {abuy (abc) cj = w^» a^ a^, 

5. (a6u)« (a6c)«c^» == u^* a^* a«* 

9. (a6a)(a6c)^Ca.= .T(«6c)»|(a6u)n3.-(aca)6<e4(òca)oJ = ^(o6c)*-7/ap 

Identità I infine del § 1. 

L'identità aa'^*a^x= t^V'w* c'insegna, che tutte le forme che contengono il 

fattore simbolico a^', posseggono come fattore elettivo l'invariante A, il più sem- 
plice invariante della forma biquadratica 

IlL {abu)^aJb^^^UJv^^ 
1. a^b^^c^^(abu)^(acu) 
". o^^b^h'J^{abu){abc)^:^ (abc) n^« b^^ cj \ (abu)c^ - {acii)b^ + {bcu)a^ ] = 

= ^ (abcy aj^ b^^ c^^ - u^ Identità I. 

3. aJ)^o^\abu)\acu)(bcu)==^a^b^c^{abu)(acu)^^^ 

= .7 «»6x Cjp (aòc) (abu){acii)(bcu) • t/^; Identità I. 

o 

4. Oa,* 6aj c^» {abu) (bcu) (aòc) = 
»• a^«6x*c^Ma6c)* = A^« 

6. ò^j Cjp (acu)* (bcu) (aftuj' ^^^ 

1 . «x* Cx (bea)» (a6u) (abc) + : (6cu)» 6^; p« 

8- V&xCx(6cu)(a6c)* = 

9. (aòi^)* (acu)« (6cu)* = w/ 

li. ttj. (acu) (bcH)^ (abu) (abc) = 

12. a,«(òciO*(a6c)V : (ftc?/)*. 
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Dai le tavole II e III si vede che si può scegliere come sistema completo per 
le forme di 3*^ grado il seguente : 

A ; u^a^^a^^ ; xi^^a^a^^ , (abc)^a^^h^^c^^ . {abu)\acu)\bcuY , ajj^^cj{abuy(<tcii). 

È facile vedere come (eccezione fatta della forma (a6c)*aa,*6^^c^* = 0, della for- 
ma {abvy{acu)\bcuy = inviluppo delle rette che segano la curva f=^0 in un gruppo 
armonico di punti, e della forma mista aj}jcj,^{abuy(acu)y alla quale non appar- 
tiene alcuna forma di 4^ grado) le altre si possono esprimere mediante simboli 
del connesso (a6w)*(a6c)Cjp** = 0^*i/^^. 

A tal uopo osserviamo che da una forma /'dell* ordine m e della classe n si 
può dedurre una forma f mediante l'operazione 






la quale forma /*', come la data f, possiede la proprietà invariantiva. Ponendo dun- 
que simbohcamento 

si ottiene 

e cosi successivamente 

r = e3*0x'""*wa"-* etc. 

Applicando pertanto quest'operazione alla forma 
otteniamo : 

633 = a/. 

Per ottenere il sistema completo delle forme di quarto grado applichiamo tutte 
le combinazioni possibili, come per ciascun sistema modulare alle forme costi- 
tuenti il sistema completo di terzo grado eccezione fatta deirinvariantc A che non 
dà luogo a forme ulteriori. 
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IV. V «a* a," 

3. V a^« 6^» (abu)* 

Qiinsta forma contiene il fattore effettivo a^^* infatti si ha identicamente 
epperù : 

la quale ultima forma, contenendo il fattore simbolico a^^ deve contenere il fat- 
tore efrettivo 0^* 

S. ^a*V«'x'ftx' = J(ap^)* + gV-V (§ 3, forra. (12)) 

7. u^a^^bj)^(abuy 
8^ aa'Vctx6x(a'>w)* = 

V. V»a«x' 

?^ V^a^^x'^'x' 

3. iig,^a^^a^b^^{abuy 

i . ìh^* a^ b^ aj- 6^.* {abu) = 

5. U^ a^ flx* V fta* ^ • «^a* f^a* ^x* 



w;^VV^P*®) = ^ 



l*a'«a^a^'x^x(<''''0*. 
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Questa forma si può esprimere mediante la forma (oL^xy Ug^^ u^^ e forme pre- 
cedenti ; si ha infatti : 

+ 2u^^a^^(abuyb^^ ^ ; u^* a^« a,* 

8. Ma «a 6a* a^* b^(abu) ^ : u^* 6^* b^* 

9. V^a^x'ftx^- V"a^« 

11. V «a '^aC^^^)* = 

1 2 . (o6u) n^ a^ 6^* o^. ^ : V 6a* *x* 

1 3 . (abu) a^ 6^' ^x* ^ • &a' t*a ^x- 

VI. (a6c)*a,»6«*c,« = A„« 

3 4 

3 . (alM)* a^« Ajg* = ^ a^* Ma* «x* ' ^x* + g ^a «a* '^a ^x K^ ' ^x 

- ^ (la'KWbx^ • V- [^ «a* • 6^* • M^^-Ma^aaba^x'&x' ^ = ^a'^a^x* 

(§ 3, forra. (4)) 
6. (alM)» 0^1^» = i {abu)a^\h^^ajb^^ ^ : a.X* V ( § 3 , forra. (5) ) 

10. (aAM)»A,* = 1 Mp«.M^« + I (a6M)*aa* ba^x^x-^x ($ 3 , forra. (1) ) 

. + 2(a6tt)«Ma* fla '>a «x '^x ^ = «*»' a» a^» 
+ ^ (a6M)«aa*6,*Ma* ^ : u^^a^^a^^. 

VII. (aòM)* (acM)* (6cM)* = u^« 
2. M/a,-Oa.» =i - (a6M)*tAa« ttaMx* + 4(a6M)* u^^ajb^aj)^ • u^, 

+ 1(a6M,»aa*6aWa6x-Wx* + 2V'^aj' (§ ^» '^r"^' W) 

1 1 

5. M/a,.*aa,' = j^ (a6M)*Oa* Ma^fe^:* + 2 (aftM)» ttaX^a Mx + g ^"^ ' ^** 

+ 8(a6u)* aa*6a Ma 6^, • u^ ( § 3 , forra. (IO)) 

4 1 

9. M/a^»aa. = - j (a6M)«aa*bafcxMa + 2 Mp*.M^ ( § 3 , forra. (M) ) 

14. M/a> = g i«p« = 5 (a6M)*aa*6a* ^ : ^af^ciW- 
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1 



vili. o„òj,*Ca,»(a6tt)*(acu) 



I 



I . Oj.6j,*Ca,*dj,'(a6M)*(acit)(cd«)= ò aJ)^*Cx*dx*{abu)\cdu) \ {acu)d^-(adu)Cjf j 
= r, «^ K*<-'x^<ix* iabu)*{cdu) \ (acci) u, - (c(f«) aj Id. I. 

3 » flx K Cx* ^x* (ftrf^O (cf^'O («^w)* («cw) = 

4 . fex* Ca.3 d^2 (adu) (abu) (acu) (abd) = 

5. a^, 6^* c^» d,» (abd)^ (acu) ^ : a^* 6,* d^* (aòd)* 

fi» CjB» djp (adw) (6dii)* (aòw)» (acw) : a^, d^ (adu) (abu)^ (oda)* 

I . a^ c^.' djB (6du)* (aòt*)* (acd) : a, d^ (adu) (aòu)^ (6da)* 
8. 6,^ c^« d^ (adu) (acu) {abdy ^ : a^ d^ 6^» (adu) (a6d)* 

9 ^ ^x fco:* c^' dx (ttfed)* (c^cd) ^ : a^ d^ 6^^ (^^u) (a6d)« 

10. bg} (adu) {cduy {abuy (acu) : a^.* (adu) (cdu)' (acu) 

II. cj (adu) (6du)* (aftu)* (acd) ^ : (adu)» (6du)» (aòu)* 
1 ^- a^ c^» (6du)« (a6d)* (aca) ^ : a,« (bdu)^ {abdy 

13- V c^» (adu) (a6d)« (acd) : ò^« (adu)* (abdy. 

Da queste cinque tavole si conchiude che può assumersi come sistema com- 
pleto per le forme di quarto grado il seguente 

Uj^aj^ = u^^ ; (a?x)* = 8^* ; Uj^a^^a^ ; u^bjjL^a^^bJ^ \ 

{iibu)^a^b^^u^^ ; {a^x^a^u^^ ; (abu)a^u^a^b^^ ; u^ajb^a^^b^^ 

(abuya^u^^ajb^^ ; (alu)a^»A/ ; (a6u)a^«Ua'aaftx'- 

dal yuale passiamo a dedurre il sistema completo delle forme di quinto grado. 



IX. 



u„ 



9. 






X. (apaj)* = 8^* = sV=. •• 
(asu) a^.* dj 
(asu)^ aj s^^ 
{^'^x)la''}(au)]hi^=(a^x)in^n^-a^u.Jhi^=^2{^^ 
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Di queste due forme l.i prima contiene il fattore n^^ la secoiulu pel numero \ 
«Iella ta\ola successiva è uguale alla forma '-k(JìCii){alnC){abc)a^hjH'^(\j^ che si può 
dedurre dalla forma {abuj^a^bjujbgf, mediante una combinazione inferiore alla 6. 

10. [ ap(aa) ]• = (a^t*^ - a^u^)* = ^a^* • Up* - %a^^a^ujii^^ + ^a^a^Hi^a^^ 

2 

XI. {(ihuya^^h^h^n^ 

1. {bcu){ahuy'a^ h^xi, c^.' 

3 1 

2. {abu)^a^^b^c.J[)^c^'' - - - {oL^Xjhi^^u^hi^^ + ^ (acu)* (/,' s^.» - 

^ (aòu)' a,* 6x*A + J u^ [§ 3, forra (16)] 



4. 



6 

3 1 

(bcu){abu){abc)a^^b^n^r^'^ = ^(d^x) n^-a^a^hi^a^=z ^ -^{asxy.i^s^ 

1 3 3 

5. {abcyb^c^^a^^b^u^ = ^ (A?x)* j^V/pW^n.^ + ^a^Up^^» 1- gU^a^Vi^^ 

[§ 3, forra. (16)1 

1 1 

8. {abc)\bcu)(i^^b^u^c^^^{abc)\bcu)\bcio^)\a^H^= ^ a^^a^(^oiX)a^^u^ = 

9. {abcy- a,» 6, o, 6, e, = | A,* A^« - i a^^ a^^ = 



- 7> (^P3c)« a^' a^« + a,« a^* |§ 3, forra. (18)] 



13. (6cu)(a6c)*aa*baCa = 0. 



XII. a^^ò^'^a^^ft^i/^ 

1. (bcu)a^^b^u^ajbj^òj. 

2. a^*ò^c^a^»6,»c^*= - 5(a6A)* a^«fc,U/ + g (a?aj)* - ^ A •/•* [§ 3, form.(l8)] 

3 . (acu)* a^» 6^ w^ b^» cj ^ : (acu)« it^* a^^ c^^ 

4. (6cu)a^n^c^fl^n^*c^*=:0 

6. (bcny a„^ 6a ^a «X* ^« ^ • (^c^O^ V K Cx 

1 . (ac?0* a,j^ b^ c^ b^^ c^ : (aci/)* a^^* c^ t*^^ c^ 
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10. (fjciO* (oca)* flj* b^ u^ 6, ^ : (eco)* o,' «,* c^* 

1 1 . (fieli)» Oa* 6a c„ a^* : (6c«)» «„* 6» e,. 

XIII. (a6u)»a^»V6^» 

1 . (aòu)* (6ct*) Wa* a^* 63. c^« 

2. (abu)* w^ Ca o^» 6^.* c^» 

3. (aòu)* (&CM)* Wct* fla* ^x* 

4. (abu^ibcu) u^ c^ a^* 6^ cj = ^ (agx) w^* c^^ Up c^* + forme le quali si 

scompongono ,0 si possono dedurre per sistemi modulari inferiori : 

5. (abu)^ a^» c«* 6^* c^* ^ : a^» c^^ a,« c^» 

7, (6cw)*(a6u)(a6c)ita*aa*Ca.=s (6cu)*(a6c)Ua*^a* [(«6u)CjB-(acu)6J Id. I. 

t 1 

^ ^Ct>ciO*(a6c)i^^2aa*[(a6c)Wjp- (6cu)aJ= -Ua*ap*ag^«ap«.Wa,-«a*Wp'aoi*ap.aa. 

8, (aòii)» (ben) a^^ c^ b^c^^: a^* e»» a^» o^« 

9, (a/iu) (abc) a^ c^ b^^ c^ ^ : {aca) a^» c^* a^ c^ 

12. (aòw)* (òca)» a^ c^ ^ : a^« c^ a^ c^ 

1 3 . {fifjiO (6cu) (aòo) a^* c^ b^ ^ : (aca) a^ c^ a^ c^ 
ÌL {abcy a^ 0^» 6^* : {acuy a«« c^. 



XIV. (aga?)*Ua«Mp» 

3 • (ap(aw)]*iio^*Up2aa.*=(aaWp-aptg*aa*Wp*Ox*=2Wa* ' V^P*^»^* " 2 V^^p'^a^p^x* 
{Gtpa;)[aP(au)]Uo,*Wpapa^«=(apx)(aaiip-apW.JWa*apOpa^^==-(agx)Ua»Mpap^ 

5 . (a?x)* Wa Up a^ a^ 0^* = (a^ b» - ^x 6^)* (abc){abu) u^ c^ c^ = 

= + l{abc){abu)a^cjiij)^^c^ - 2(a6c)(a6u)aa6a^a^a^x*»x'>x- 

Di queste due forme la prima si può ottenere per combinazione inferiore dalla 



4 
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forraa (acw) o^* ^a !^*a ^x ^x* 5 '* seconda è uguale a 

2 

2 

- ^{ahcya^b^c^u^ajì^r.^'n^ là. I. 

8, (ago?) [ap(aw)l tta^tp^a^^pax = (a?a5)(aaMp - OpWj Wg^t^pa^apO^ 

9. (apa?)*rta*«p«p^'x=(»a'>x--^.r'>a)*(ctftc)«iVaC^==-9(a6c)«aa6aCa^a^x^xC^ 

La prima forma è uguale a 

- Uabc)aJ)^c^aJ)^c^ \ (abu)c^ - {acu)b^ + (ben)a^} = 

- 6(abc){abu)aJ)^c^^aJ)^c^ ^ : (acu) a^c^^ v^ a^*c^. W . I . 

12. raP(aw)lX*W'p* = (Oa^p-«'p^O*«a*Wp*=aa*.ttQ*-2aa«aptiaiip» + a^a^u^u^^ 

13. (a3a?)[ap(aM)laa*api«.p^(aPa?)(aQ^Wp-apUj^aJWpap(apa?)ao^»apW 

- (apa?)Oa*ci^*WoiT*p = (0^6^ - aj)^){abcyc^n^* ■= 

Habcya^c^u^^b^ ^ : (aciO'crar^V- 

XV. {abu)Ug^a^^aJ)^^ 

Il primo termine contiene il fattore v^ , il secondo il fattore c^.* , il terzo è 
eguale ad ^{bcu)b^^Cx^'ajM^^a^^ \{abc)u^-{bcu)a^\ Id. I. 

2. (abc)u^WaJ)J^cJ = 

3. {abu)(acu){bcu) u^a^ b^^c^^ = 

VCL. XIX. 27 
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6, {bcii}\ahu)a^\i^^a^c^ = - (bciì)H^^a^a^ \{abu)Cj, - {ac\i)b^ \ 

= 2 (ftcì^)* • V^a^^x t («ftc) Wx - (fe^w) a^\ Id. I. 

I . {ahd){a cu)(bcu) a^* m^* 6jc* ^x • (o^w)* «a* ^a* ^x* 

8. (abu) (acu) a^» c^* V ^x ^ • («^'0 «a* ^a* ^x ^x 

9. (abc) a^ c^ a^ c^ 6^» ^ : (acu) o^* c^* a^. c^ 

1 0. {acu)(nbu){bcuy m^* a^* = 

I I , {abc){aeu)(bcuY u^ a^ b^ ^ : (acuY a^ c^« u^ 

12. (fibit)(aca)(6cu) o^j* ò^* c^^* : (acu)* a^* c^ a^ c^ 

1 3 . i<ihc}{a cu) a^ c^ b^^ : {acuY a^ c^. 

XYI. u'^a^b^ajbj. 



a "'a ^'a "'x ^x 



ì , (ac li) u^ aj>^ a^.* 6^,* cj^ 



2. a^b^c^n^a^^bj^cj 



3 . (acu)* u^* a^ 6^ a^.* b^^ c^» ^ ; (acu) u^» a^ a^* c^.^ 

4 (twii) a^ 6a Ca w^ a^« 6^« c^* ^ : (acu) u^* a^ c^ a^,* c,« 

5. C^* a^ bai «x* bx* C^* ^ : ^^a «a ^a* <*x' ^x* 

6. (acu)' V «a &a V ^x ^ •• (a^«^)' V «a ^x 

I. (acu)' ti^ a^ b^ c^ a^ bj c^ ^ : {acu)^ u^* a^ c^ a^. c^ 
8. (acu) Q^ b^ c^ a^^ bj c^ ^ : (acu) u^ a^ c^ a^.* c^ 
10, (acy)^(6cu) u^ a^ 6» 6^;* ^ • (a^^)' u^» a^ c^ 

I I . {acuf n^ a^ b^ c^ b^^ ^ : {acuY u^ a^ c^ 

12. (flcu)' a^ 6a Ca* a^ 6^« ^ : (acu)^ u^ a^ c^ a^. 
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XVII. (abuyu^^a^a^b^\ 

1 . {acu){abuy a^ u^ h^ c^» 

2 . (a6u)(a6c) n^*a^aj)^^c^^ = ^ (aòc)^,.*^** • ^x'^a'^a 1 (a6u)Ca.-(acu)6ar ! 

1 1 

-g(a6c)»a^*6^«c^«.iA^* Id. I. 

Id. I. 

Di queste due forme la prima contiene il fattore tf^ , la seconda è 

= - ^ {abu)(acu){bcu) a^ b^ c^ w/ \ (bcu) u^ - {acu) b^ + (abu) c^ \ 

\ 

^- x(abc){abu){acu){bcu)a^bj.Cx'Ug^^ Id. I. 

4. (acu){abuy a^ c^ u^ 6^* c^a ^ : (acu) a^ u^ c^ a^.* c^* 

5. {abuy a^ u^ c^^ a^ 6^» c^« ^ : ti. a. e.» a^* c^* 

6. (acu)(bcuy{abuyujajjfij,= ~{abuy{bcu)\acu)[ac{ax)]Ug^= - 2(^jx)n^^Uj^ 

I . {acu){bcu){abuy xh^ a^ e. b^ c^ + {acu) u^ a. e. fl^.* c^* 

8 . {acu){abuy u^ a^ c^ bj- c^ ^ : (acu) u^ a^ c^ a^^ Cj, 

9 . {abuf c^^ a. '^x* ^x ^x ^ = V ^x «x' «a 

I I . {acu)(bcuy{abu){abc) u^^ a^j = 

1 2 . {bcuy (cibcy V età »x ^ • C^^'O* V 

1 8. (ttòu)* {acu) c^ a^ 6^* ^ : {acu) c^^ a^ a^* 
1 4. (a6i4)(a6c) e.' a^j a^ b^^ : {acu) e.' a. a,.*. 
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XVIU. (aAu) a/ A^». 
I . (a6u)(alu) o^« 6,» A,» = | (abu) «^» b^* • A/ j (oAu) 6, - (6Au) r?^ { 

= I («6w) «X* ftx* • Ax* i ("fc") à^ - («6A) u, } rd. I. 

•J. (u6A)A^''«^»6.» = 

a («Am.)(6Au)* a,» 6,* tt^» ^ : (ÒA«)» A^» 6,* 

-J . (aA6)(6AM) A^« a^» 6^* ^ : (6A«)« A/ 6^.» 

«. («AiO(6A«)» «^» 6^ A^» ^ : (6Au)» A^» ò^ 

I . («A6)(6Att)* A,» a^» b^ ^ : (6Au.)» A^' b^ 
1 0. ((iAu)(6Ah)* A^ o.j» : (6Aw)* A,» 

I I . (aA6)(6Au)» A^» o,» ^ : (6Au)« A^*. 

XIX. (ab») fl,» V. «x '>x' 

t. (abu){beu)a^*u^*b^*cj>a^^^ (6cu)6,»c„« • a,*u,*Oa.l(ab«)c^-(«cu)6a,| = 
1 

= 2 (6CU) 6a» Ca,» • Oa* «»* «x t (»''?) «x " (^CU) tt^] Id . I. 

3, (o6c)o,*tt„*aa,òa,»Cj,» = 

3^> {abu) acu) (6cu) «„* o„* b^* e,,* = 

Ir, (afte) (acu ) Oa* «»« 6,,» e .* ^ : (acu)* a^* u^* e,,* 

S. (aòw) a^* Ca* Oa, 6,,» e,,* + : a»* e»* a^,» c^,* 

6- (6cu)» (aftu) o^* ttj* a,, e^. = .j (6cu)» • a»* m^* Ox { (abu) c^ - (acu) 6,, ! 

= 2 (6cu)» • a,* u^* a^ | (o6c) w,, - (bcu) a^\ Id. I. 

1. (o6c) (acH) (ben) a,* ti.* b^* c^ ^ : (eicu)* a,* w^* Cj.» 

Si (abu) (acu) «„* e.* /'x' <^x ^ • («ci/) «»* c^* a^ «"x 

9. (afte) a„« e,* a^, e, 6^» ^ : (ac«) o,» e,* a^ c^ 

10. (Odi) (o6u) (6c«)» Oa* u,» = 
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1 1 . (aòc) (acu) (bcu)^ u^ a^ b^ : (acuy a^ n^ cj^ 

1 2. (a6u)(acM)(6cw) q^ c^ bj ^ : {acu) a^ c^» o, c^ 

13. (aòc) (acu) a^^ c^ bj' ^ : (acu)* a^« e J. 

Da queste ultime 11 tavole si conchiude che si può assumere come sistema 
completo per le forme di S'* grado il seguente : 

*'p «p »x' ; V ^a:* ; (asw)* o^* s^« ; (asuy a^ s^ ; (osu)* ; 

(a?aj) 1/.,' u^ Cp« c^* ; ti^,» u^^ a^ a^* a^ ; (a^ac) !*»' u^* a^ a^» ; 

(a?aj)* u^* i^p ap r/^» ; m^^ itp^ a^ a^ a^* ; (a6A)* a^* V ^x* ; 
(a6u) a/ u/ 6jp5 ; (a6u)»(6cu) V a^* 6^c^* ; (aòu)Mta c^ a^* 6^« c^^ ; 
iacu){abu)^a^u^^b^^cj ; (ajfoe) li^' u/ ; (6cw) w^ a^^* 6^ a^* fe^* c^» ; 
(ac-u) Wo,« a^.b^ a^ b^ e/ ; a^ b^ c^ u^ aj^ ò^» cj ; (osu) a^» 8^\ 

È facile dimostrare come non appartenga nessuna forma di 6° grado alle sei forme: 

(a6u)*(6cu) Ua* a^^ b^ c^^ ; {bcu) a^ b^ u^ a^^ b^ cj^ , 
{acu)iabu)^a^u^n^^c^^ ; {acu)u^a^b^a^c^^bj^ ; (a8U)a^3Sa.3 
(apx) Ua' Wp* ttp a,,* ; 

una sola forma di 6^ grado , e nessuna di grado superiore , a ciascuna delle 4 
seguenti 

{abu){abc)a^^u^^b^^c^^ ; ajj^c^u^ ^x' V^x' ; («6 A)*»»* V ^x* 
(a6u)a/w/.6„»; 

e due forme di 6® grado, (apa5)*(a6u)Ua*Upapaa;*fca.' e (AA'u)* ^x* ^ V » ^H* forma 
(apaej^n^* ^'^^'p^x^« '^ quale finisce poi col dare origine ad un covariante di 14® or- 
dine e nessuna forma ulteriore. 

Pertanto alla formazione dei sistemi completi dì grado superiore al S® resta 
a concentrare lo studio sulle rimanenti 13 forme di 5® grado. 

Riserbandoci a tornare altra volta su questa quistione importantissima del si- 
stema completo della forma biquadratica ternaria, vogliamo terminare questo breve 
saggio collo stabilire il sistema completo dei covarianti e contravarianti di 6^ grado 
e degr invarianti sino al 9® grado. 

Alle forme ap Up a^ , {asu)^ a^^ s^,* , (afa?)* a^j* Op u^ a^. appartengono i cova- 
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rianti Op bp a^.» bj , (aòs)* a,.» b^^ s^^ , (apx)* a^* ttp 6p a, ò^.' che formano il sistema 
completo dei coYarìanti di 6^ grado ; 

Con procedimento analogo a quello seguito per ricavare la formola (16^ del 
§. 3 si può ottenere la seguente : 

(abu) (abc) a^* b^ u^ b^ c^" = - | Ax* ^a^ ^'a* - fo (^«^)* ^«' ^«* ^ l («*^')' ^^* '^x* • ^ 

-f 3 w^ [3 {abcya^^ b^ li^ ft^ ^x* + («'^c)* a^ 6^ Cq^ u^ a, 6, Cj^ ] , 

la quale dimostra che alla forma {cibc)(abii)o^^bg^u^^bxC^^ si può sostituire la for 
ma Aa.*Aa*^a*- ^^ *^* modo i contravarianti indipendenti del 6° grado sono i due 
{abui^{(isu,*[b8u)^ e (ttAu/w^j^iji*, provenienti dalla forma (asiA^^^i^^^jp* e A^^Ag^**/^^*. 
Alla forma (asu)* = [otp(aw;]* appartiene l'invariante [afiaft)]*^ (aj^)* = B , il 
solo invariante indipendente di 6*^ grado, il quale si comporta come l' invariante di 
S^ grado (obc)*, poiché si dimostra che tutte le forme che contengono il fattore 
lapTl*, contengono il fattore effettivo (af^)*. Si ha infatti, indicando con n, v, \p 
dei simboli qualunque : 

(af7)»n.VpWY = -(apTf)«Ma[PTf(vw)]==g(apY)'tA^(PY2/), ponendo (Py)< = 2/< 

§. 3. Relazioni. 

Applicando Fidentità I alla forma (abc){abu)(acu](bcu]aj,bjgCg^ si ha: 
{abc){(ìbu)(acu){bcu)aJ)gsCj,= {abc)(abu){acu)bg^Cj. \ 'ì{acu)bg^'\- {abc)u^ \ 

1 

= ^ iabc)iacu) b^ | ^acu) b^ + (aòc) u^ \ \ (abu) c^ + (bcu) a^ \ = 

= - (abc){acu) b^ \ 3{acu) b^ + {abc) ii^ \ \ {acu) b^^ + (afte) w,. } = 

Abbiamo in tal modo la formola fondamentale per le nostre relazioni 

3 1 

{abc){abu){acu)(bcu) ajb^c^ = - aju^^a^^ + ^ a^u^a^ - g A • w/ ( 1 ) 
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Fra le forme di 3® grado c'è la forma {<ìbu)^{acu)* b^^ c^^ che si deduce pel 
principio di trasporlo dalla forma {nby{nc)^b^^c^^ appartenente alla forma binaria 
biquadratica a^* = (a,^, + a^i%Y, e che non fa parte della forma costituente il si- 
stema completo di 3*^ grado, cosicché deve potersi esprimere razionalmente me- 
diante quelle forme. Ciò si accorda coir osservazione (1) fatta a pag. 3 poiché si 
sa dalla teoria delia forma biquadratica binaria, che 

(a6)*(ac)« 65» c^* = ^ (6c)*-a5*. 
E invero si ha: 

(abu)^ (acuy b^ c^ -• {aba)"^ {acu) b^ c^ \ (abu) c^ + {bcu) a^ - (abc) u^. } 

1 

= ^ [labìiyc^^ - iabu)\abc)u^c^^\ \{acu)bj. - (bca)aj + (abu)\acu){bcu)aj)^c^^ = 

= 2 1 («'^w)* ^x' - (o&w)* (abc) Ua. cj \ 1 (abu) c^ - (abc) u^ \ + 

- {abc) (flbu) {acu) (bcu) a^ b^ c^-^aj = 
1 i 

3 1 

2aa*V«x*-Wx-6A.U3,»|.u^ 

t 4 t 

(a6w)»(aCU)»6,*C^»= ^ «„♦•/•- g U„»CaC^»«,+Oa*«,*C^* • U],»- |g A • tta:» (2) 

Passando alle forme di 4** grado si ha : 
(aAM)*a,»V=g(a«'C)»d^» i b^*c^\adu)* + 4o^b„c.» (acfu)(6(iu) j = 

=g(o6c)*d^» { UJ>^c^*{adu){bdu)+b^cJiadu)[{adu)b^-{bdu)a^] | = 

=g(a6c)»d^» [ 50j,6^Cj,*(adM)(6d«) + òj,c,,»(odu)[(o5u)d,-(o6d)u,l j = 
=(a6c)»d^» j oACx* (adu)(6dit) + ^ e,* [ (o6u) d^ - (abd) u, ]» | 

1 {abcy e,» d,« I (afttt) d„ - (oftd) « J» = i e,» e,* d^* (u. d, - «, d.)» 

1 1 1 

= iy Oa* ««* »x' • /■+ jo c^* d«* A» d,» • tt«» - g e,» d, U, C^* d,» . tt. 
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(abc)\adti){bdv)ffj)^c^*d^^=^(abc){adv){bdv) j Ulcd)a^'^-iabd)c^ \ aa.Mx'da: = ?* "+- * 
M = (abc){bcd)iadu) aj)^c^^d^ \ (abd) v^ 4- (adu) b^ \ 
M = {abc){bdu)(i,Jb^c^H^ \ {(idii){bcd)+(cdu){abd) \ =- {nbc){aduy{bcd)oJ)Jc^*d^ 

2ìl=^Ug^-{(ibc)(adu){abd){bcd)aJ)^Cj,H^-= - ^ iij}'{ahc){abd){acd){bcdaJ)j,Cggdg, 

giusta la forinola 

(abc)(abd){acd)(bcd) ojb^c^d^ ^ ? rr^V)^» a^* V - 1 A • /" (3) 

che si ottiene dalia forinola fondamentale (1) cambiando la u^ nei simboli d/, co- 
sicché ìnOne 

N = (abc){abd){adu){bdu)a^ b^ cj d^ = - i/^i* a^ b^ aj 6,» + a^* a^.* 6ar* w^ '>a-^*x 

che si ottiene ancora dalla formola fondamentale (1), differenziando rispetto alle i*,- 
e moltiplicando per d^^dj^. Si ha dunque: 

3 4 

(oAu)« Cj,* A/ = - tt,* Oa 6. a,,» 63.» + - a„« o^* u„* .f+ -a^*b^ u. o^« &,» • w, 

- ^ «a* 6«* o«* ^»-««*- -^2 ^•«x»'/' (i) 

(0AM)»O(j4a,» = |(o6c)«d.„ { 2(adu)(6du)(c(Ju)a,6,Ca, + 3(ad«)«(6du)5jC,* | = 

3 

= {abc)*d^ \ {adu){bdu){cdu)(ìj)^c^ + — c^(cdu) [ {abn)d^ - (o6dìw„ 1* \ 

= {abc){adu)(bdu)ajb^c^d^\{bcu){acd) - (acu){bcd)\ + 

Q Q 

+ 7òCa»Cad,(cdu)lttA-«A!*= ly (cd«)c,»w.«c„d^» - 

3 3 ^ 

- 5CaM.ttaC,d,*.«;e+ ,-o(cdtt)c„*d,*c„d„.u,=j^(cdu)Ca*u,«c,d,» 



Digitized by 



Google 



X 211 )( 
essendo 

epperò 

Oa^b^b;^^a^u],{abu) = ^ a^^u^(abu) 6^» = ^ a^^'{b%iu) bj^ = 0. 



Si ha dunque : 



{aÙLU)^ a^ A^» = j^ {abu) a^ ù^ a^ b/ (5) 



(aXu)^\^*^^^(abc)\adu)^\c^\bdu)^+lb^Cj^^^^ 

+ jA \{bcu)d^-(bcd)u^y=z(abc){adu){bdu){cdu)b^C^^^^ + 

1 

+ ■^a^*(acfu)'(u^d^-VU* ^ - ì{abd){abc){adu){bdu){acu){dcu)b^c^ + 

1 1 i 

Dalla formola (1) per diiTerenEiazione e opportuna sostituzione si ba 



{abd){bdu){acv){dcu)b^Cx \ì{ahc){adu) + iadc)(abu) ] = - ^abti)^ajb^u^^aj)^ 

1 
2 



+ {abxi)*a^^b^u^b^'U^ + ^ {nbu)^ag,*u^*bg,^ 



(abd) (bdu) (acu) (dcu) b^c^^ \ 2 {abc) {adu) 4 {ade) {abu) \ = 
= (abd) (bdu) {acu) (dcu) b^ c^ \ ì(abc) (adu) - (abd) (acu) \ = 

= Z(abd)(abc)(adu)(bdu)(acu)(dcu)h^c^'\- -(abd)\acu)^{bda)Cx\(bcd)ii^+{bdv)cJ = 

1 

= 8 (abd)(abc)(adu)(bdu)(acu)(dcu)b^Cg^'-' r {acu)^ a^ c^ u^ ^« • ^x + 

•\'^{QCufa^u^cJ^ 

da cui 

(afte) (abd) (adu) (bdu) (acu) (cdu) b^ c„ = (a6u)* a^ 6^ ^a* «» K 

3 
- g (abuy- a^ b^ u^ b^ u„ (6) 

voL. XIX, 28 
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r)(2i8K 

e sostituendo questo risultato nell'espressione di (a\u)* ^ 
(ola)» ^J = 2(a6tt)« w.« a, 6„ a, 6. + ^ (o6u)»o»» «^» 6,« 

16 1 

- y (abu)* a.* 6, «a ft» • «» + JQ V • »»*• <^^ 

Aggiungiamo ancora la formola che ne consegue e di cui faremo uso in scguito: 
(abc)* (ad»)» (6cr«)« c^* = 2 (o6u)* u»» a„ 6. a„ 6„ - 4(a6u)* o,* 6^ «a t»* * »« + 

ayti/ffa,»=(rt6w)»(acu)*(6cu)(6c(I)4>=(flfrw)*(flCu)'(6c(i)(i^*{(6cd)«a,+2(6d«)c^(=M+N 

N=2(a6u)(aci0*(6cftt)c„*a,* 1 (a6d)(6cu)-(6tl«)(a6c) ! 
=2(o6u)(6(fM)(6ctt)(flCJt)(a6(f)Ca,rfa, 1 (flC(i)Wje+(a({u)Cj5-(cdu)aa, } 
-iacu)* (6(f«)* (oòc) d^* \ {abc) u„ + (ncu) h^ \ = 

= [ 2 (a6u)* Ila* o, 6, a-j, b^ - 3(a6u)* a»» 6, ò^ «a ' «» l '^ 
+(a6w)X*»a' V"x-2(a6jt)*Ua»Oa,6a,*aa- (a6tt)*a,*Ua»6a,* • Ua,+(o6u)*tta»a5,ft«»a, 

a,M/tf a,»=-(a6u)*Ua»aaOa!''» + 4(a6«)X^a«o*«i''x • «»-1 (o6u)»a,*6atta6, • m^* 

+ 1 (a6u)« o»» u^* 6,? «« + 1 ttp« •«,» (9) 

a,.««/ (f,* = I (o6i0*(acu)d„* | (flcu)(òcci)» + i{bcu){acd){bcd) \ = 
= (a6u)* (acu) (bcd) d,* j (oc») (bcd) + ^ (abc) (cdw) j = 

1 2 

+ 2 V • V - 5 («&")* «a* ''»• «a* 
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a/ u > a,» = rj. (aftM)» a^ u,* b^* + 2 (a6u)» V o, 6, o, 6, + 



- 4(o6«)»o,»6.M,6^tt,+ ÌMp».i/^» (10) 

o,' u/ o, •= - (a6u)(<icu)(acd)(6c(i) </,, j 8(a6u)(&cd) + 2(6cu)(a6d) | = 

2 

= (o6u) (acu) (acd) (òcd) d^. { (a6i0(&cd) + g (o6c)(6d«) | = 

11 1 

3 1 

V U,« 0« = - JQ (06W)* Oa* fta 6x «a + 2 V • <*« (* ' > 

o/V = 5 f (ftcj0»(acd)*(a6d)» + 4(a6d)*(«cd)(6cd)(acu)(6cH) | = g {aìmfa^h^ 

Si ha infine : 

{(4xy = 6 a^* 6^« aj 6^* - 1 A-f , (15) 

Passando alle forme di 5® grado, abbiamo dalla formola (4) 

(a6A)«a,H,«A,* = -ga,*6,c,o,«6,»t?,3+^(aPx)*--3ÌA.r (13) 
Dalla formola (7) cambiando le u^ nelle 6j si ha : 

(a64)* A^« = g (aòc)* a»* 6a* e** + \ {ohcf a^* 6« c^ b^ c^ ; 
ovvero 

^a'^x'-=la^'a,'-^l{obcya^'b^c,b,c, (U) 

Consideriamo il contravariante interpretato da Clebsch (Journal Borchardt 
Bd. 59): 

ti«* = 5[ (a6c)(a6d)(ac(/)(6cd)(aeu)(6eu)(ceu)(dew)-i-2(a6c)(a6u)(aci0(6ca)agj6a^a^a 1 
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che si ottiene, applicando V operazione 






all'invariante di 6** grado C == (abc){abd){acd)Q)cd){aef){bef)(cef){def)y e cerchiamo 
di esprìmerlo con forme del sistema completo di S** grado. 
Dalle formole (3) e (13) si ottiene 

{abc) {abd) {acd) {bcd) a^ b^ c^d,^^\^ (a?ac)' - ^ {abcY ' d«* 
da cui cambiando le x^ in {au)i 

{abc) {abd) {acd) {bcd) {acu) {ben) {cev) {dcu) = j (asu)^ - s *- • '*a*- 
Si ha poi dalla formola (1), cambiando le Xi nelle a^ e moltiplicando per u^: 



I 
I 



i 



S?r^ 



1^ 






(a6c)(a6n)(tìca)(6cu)aa6aCaUa= - Ua^a^tA^a^» + ^u^a^a^u^^ - ^ A-n^^* 



= -gA.w^* + gM^2ya««ap* 



e poiché (tavola X §. 2) 



(asu)^ = -^ A . w^* + Ga^* a^* u^* Wp« , 

1 

(atc) {abu) {acu) (ben) a^ b^ c^ u^ = j (osw)* - A- V 



si ha dunque 



Vt^^^{asuy- J^'^a*- 



(15) 



Applicando 1* identità I, si ha 

{abu){abc)a^^b^ujb^c^^ = {abc)a^^bg%ij)^c^^ \ (abc)u^ + {acu)b^ - {bcu)a^ ] 

= (afte)» fla *fca Wa &x ^x* '^x-^l (f^^c) 6^* c^* • a^^u^ I (6cu) o^ - {abc) u^ I 
- (o6c) a^ b^ u^ a^ b^ c^ \ {abc) u^ - {abu) c^ \ = 



fi' 



^ 
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1 1 

+ ^ {àbc) tta 6a ^a ^a 0, &« ^x 1 C^^^^) ^« ^ («^") *» + C^^^^O ^a ! 

-g(a6c)*aa6aVfl«bxCx* 

Si ha poi 

(osa)* a^ 8j = {a^xy [a? (aw)]» a^,* = (apae)« (a^ u^ - a^ it^)» a^* = 

= 2 [ (agae)» a^« u^* a^« - (apx)* a^ a^ u^ iip a^* ] <?) 

(apac)* o^*tip«a^« = 2 [ (abcj^a^*b^^c^*u^^ - {ahcya^^b^cj>^cjii^^ ] (y) 

(apa)* Oa,- a^ a^ «„ «*p = (a^^)* o^x* V <?a* w^* - g (aòu)* a^* 6^,* • o/ 

-g(a6c)*a«6«CaU^a^6a,c,.V (5) 

Infine, eliminando le forme {ahc^a^h^c^u^ , (afte)* a,.* 63.0^.6^0^1^4*, 
(apx)*a^*aaagWfltMp tra le relazioni (a) , (p) , (y) , (S) si ottiene 

+ 2 ^x [ 2 {ahcf a^ b^ u^ b^ c^* - (a6c)« a^ b^ c^ a^ b^ c^ u J ] (16) 
Dalla formola (S) si deduce la relazione 

Si ha inoltre 

3 2 

Ax* ^a' **a = 5 (aft^)* «*a ^a* «x ^x* ^a + 5 a6c)* a^ 6^ C^ «^ &x ^x W» 

(«N* o>a <^» wp «X = 2(o6c)* a^ 6a* w^ a^c.* - 2(a6c)* o^ 6^ <?a «x '^x <?x «^a- 
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Eliminando tra queste tre relazioni le forme {abcya^b^*a^r,^*ii^, {abcyaJ)^c^aJ>j,c^Ug, 
si ottiene : 

1 3 

(abcy a» 6„» «„ o, c^* = ^ (apx)* o,* Op a,, Up + ^^ Up Up ó^» 

+ 3tt^JA.*A^»+lop*fl,«j (17) 



(aòc)* «a» 6» c„ 6^ c„ = Op» a^* - ^ (apx)* o,* ap* 



(18) 



Fra le forme di 6» grado s'incontra il covariante a^ 6^ c^ d» o,« 6^' e,,' dj.» che 
si può esprimere mediante covarianti di grado inferiore. Dalla formola (4) si ha 
infatti : 

(ai>A)(ac4)A,«a,«6„»c^» = - ajb^cj^ajb^*c^*d^» + ^ a^b^cjyj'cj'a^^'f 

3 



-2l«»*V«x*6»»-/'--oA-/'» 



12' 



si ba poi, applicando l'identità III del §. I 



(ati)(acA)a^»6,'c,' A/ = ^ a^*b^*c^*^/ \ {abX)*c/ + (flcA)»6^* - (6cA)»fl^« 

- (abcy A^» + 2 a. A, (aòc) (6cA) | 
= |a^»6^«c^»A^« 1 (a6A)'c„»-(a6c)»A^*+| A^(o6c)[(òcA)a„-(r.cA)6^+(a6A)c,l } Id. I. 



= 5(n6A)»c»»6,»A^«./'-.A» 



2 



6 

In virtù delle formole (13) e (13) si ha dunque 
6n.taCada«x»VCx»dx*=A»-/'i i5(a6A)*fl^«6^«A/-3(apx)«.r+2A-r ! (19) 



Analogamente a questa si dimostra una formola, per la quale si esprime il 
emanante a^ bj e,- d,- e,- /y o^» fcj,* Cj,* dj,' o^* 4» di 9" grado nei coefficienti della forma 
fondamentale, mediante covarianti di grado inferiore. 
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Dalla forinola (9) si ha infatti 

Of 6,- e,- dj e,, ff aj 6<,» cj d,' e«> fj^ 

= ~U) ^"^'^^ ("^^^ "« "« ^« fl'« "'» ''»* <^'«' '*«' "»* ^»' ^«' 

si ha intanto chiamando M la prima forma del 8econ<lo membro 

" = ~ 20 («^'*)«ae/<ifi'a'»xVCx''^x*«xYx'ffx' i (.abd)c^ + (^cd)fl^ i Id. I. 

= ~ 2Ò^«fc'')*«aea/'«ffaOxftx*<^x*CxYx»ffx' ' cJ-^^{bcd)bJc/J^* • a^ej^^n^*e^%*g^* - 

• { (abd) c„ - (acd) bg. - (abc) d, ! = 

Sostituendo pertanto questo risultato nella relazione precedente e facendo uso 
della formola (13) si ha 

360rt,-6/jdje/j<T^»6»«c,».l^'e,»4' = 1» + m<tbc)(abd)a^*e/^b^*cJJJ>e^»rj 

- \9{abd)*a^eJ^^aJ)^*d^*ejr^»gJ + 48(atc)(o6d)Oa6„Pa/"«Ox«'a«x'dx'e«Yx' 

+ 84(a6c)(a6d)a,*6„eAc«'d,V-/'+ i»a,b^a^^b^>'f* - 45(a6A)*fl,»6^*A^«.A'^« 

+ 3(a?a5)».A./'-2A-A/'*] (20) 

sebbene questa formola dimostri il nostro assunto, pure è da osservare che ai tre 
covarianti di 8** grado che trovansi al 2<* membro si può sostituire il covariante 
(agx)*aji6aCpdjo/6j,'Cj,*dj,* il solo covariante indipendente di 12"* grado che ri- 
scontrasi nel sistema completo delle forme di 8" grado. 
Dalla formola (3) mutando le Xi nelle (a6),- si ha 

{ahc) (aòd) {acd) {bcd) (aef) {bef) {cef) {def) = ^ o,« a^* 6»* 6p» - i A». 
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Per lo stesso mutamento dalla formola (13) si ottiene 



epperò 



(apT)* = -|A» + 6a,»6,»ap»6p», 



(abc){abd)(acd){bcd)iaef) (bef) (cef) (def) = J (apf)* - 1 A» (21) 



Dalla formola (10) si ottiene dopo alcune riduzioni 

90 iabe)* a/ 6,* e/ = 90 A/ ^ - 42 A« + 24 («fv)*. (22) 

Vogliamo terminare questo articolo raccogliendo in alcune proposizioni i risul- 
tati più importanti. 

Poniamo le seguenti notazioni 

(7/=/- ; (a6u)»=«,*-I ; (a6c)»ffl„«6,»c^*=A^«=A ; (a6«)»(ocM)*(6c«)*=w^«=J ; 

(o64)*fla.*Vi„*-g^»=Q ; (08M)«=K ; (a6w)*(asM)*(6sw)»=M,«=T 
(oÌu)U,*»»»=w/=R , (a6s)X»W='x«=I' ; ap6pa/6/=m^«=M ; 
(a?a!)* a„» flp b^ ff, V = V = N. 

PosHJamo allora enunciare le seguenti proposizioni : 

« Tutti i Govarianti del 4" grado sono del 4° ordine e della forma : 

xS + XA-r 

in cut X e X indicano coefficienti numerici. 

n Tutti i covarianti del 5" grado sono o del 2<* ordine e della forma 

xC, + AC, , 

ovvero dell'ottavo ordine e della forma 

xQ + XA-f». 

« Tutti i contravarianti del S* grado sono della 4* classe e della forma 

xK + XAI. 
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a Tutti i contravarianti del 6® grado sono della 6' classe e della forma 

aT + 6R + cPI + d-A-J. 

c( Tutti i covarianti del 6® grado sono del 6<^ ordine e della forma 

aM + 6N + cL + dGrf+ eCi'f+ gk*\. 

I covarianti indipendenti del 1^ grado sono al più cinque cioè 4 del 4^ ordine 
e della forma : 

(a6c)«ap«6^*c,» ; (abO^a^n^c^b^c^ ; (a6Ara^«6,*A^*; 
e uno del 10® ordine 

Fondandosi su queste proposizioni e le altre stabilite al §. 3 è facile di- 
mostrare come gì* invarianti indipendenti del 9® grado siano al più tre e della 
forma 

C = ap*a/ ; D-A/A^» ; E = (a8s')*. 

$. 4. Interpretazioni geometriche. 

Per la forma ternaria biquadratica abbiamo da considerare quattro gruppi di 
forme : 

I. Forme che pel principio di trasporlo derivano della forma binaria corri- 
spondente. Si sa che il sistema completo per la forma binaria biquadratica è co- 
stituito dalle forme 

i = (aP)» , i = (ap)«(aY)nBT)' , H = (ap)V^g» , Q = (a^)«(aY)a^p5V » 

se si pone simbolicamente 

dalle quali deduconsi le formo corrispondenti della forma ternaria f=aa.*=:6j.*, 

I=(a6ti)* ; ]=.{abuy{acu)\bcny ; H=(a6w)«a^«6^« ; Q=(a6u)*(aci0a^6^*c^» (A 

IL Forme provenienti dalla forma ternaria quadratica a^.* = 6^!* aggiungendo 
in ciascuna delle forme che costituiscono il sistema completo di a^^ per ciascun 
VCL. XIX. 29 
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simbolo a, 6, un fattore simbolico a^.* , V . ••• Si hanno cosi le due forme 

E = (abuya^n^* , ^ = {abcya^njcj, (B 

la prima delle quali appartiene al gruppo I. 

III. Forme provenienti dalla forma cubica ternaria, aggiungendo in ciascuna 
delle forme che costituiscono il sistema completo di a^} per ogni simbolo a, b, e,. . 
un fattore simbolico a^ b^ Cjp... 

Or delle forme che costituiscono il sistema completo per la Torma «3.' = 6^?'... 
trovate dal sig. Gordan {Malh. annalen Bd. I) vogliamo considerare le seguenti 

(abuyaj)^ ; {abcyaj)^c^ ; (abc){abd){acd){bcd) ; {Qbc){def)^{abd){ace){bcf) ; 
(abc){abu)(acu)ibcu) ; (abuy{cduy((icu){bdu) , 

alle quali corrispondono le seguenti della forma a^* = 6^* 

(a6u)«a^«6^« = H ; {abc^a^^b^^^ = A ; (abc){abd)(acd){bcd)aj>^c^d^ = S 
(abc)(,dcf)%abd){ace){bcf)aJ)^cJ^eJ^^T: ; {abc)iabu){acu){bcu)a^b^c^=B^^u^^ 
(abuy (cdìiy {acu) (bdu) a^ b^ Cj, d^. (C) 

IV. Forme non comprese in nessuno dei gruppi precedenti, e che sono caratte- 
ristiche della forma biquadratica ternaria. 

Di queste forme vogliamo considerare le seguenti che abbiamo incontrato nella 
formazione dei sistemi completi 

{abuy{abc)c^^=%u^^a^^ ; {abuy(abcyc^^=.a^*v^*a^^ ; (abu)(abcyc^ ; (ago?)* ; 

2 

(o6A)«o,»6,«A^« ; (aòs)» a„» V »„» ; a^b^a^'b^"; 
Oa K Ca da oj bj' cj» d^* ; c,- 6^ Cy dj ej fj a^» 6,,» c^» 4» e,» ^„» ; 
(apa?)«o,Ò.C8<fpa^»6x'Cx»d,» ; (o6c)» = A ; (apY)* = B W 

alle quali vogliamo aggiungere le due seguenti 

(a^x* {afxY (9^x)* , (aPY)*Wa*V"/ 
che si devono potere esprimere mediante forme del sistema completo di 6* grado. 
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Chiameremo coniugate due forme, quando dall'una si può passare ali* altra 
cambiando le Xi nelle Uj e i simboli a, 6, e, ... della forma fondamentale nei sim- 
boli a, p, Y» ••. del contravariante (abuy = u^* = u^* = t^*. 

Cominciando colla interpretazione delle forme del quinto gruppo si vede facil- 
mente che : 

1) (a6u)' (a6c) c^.' = , per u costante rappresenta la locale dei punti 
le cui rette polari rispetto alla curva /'=a^* = passano pel punto polare della 
retta u rispetto alla curva (aòiO* = 0, e corrispondentemente per u costante. 

2) (a6u)-(a6c)*C3p* = 0, per u costante, rappresenta la locale dei punti 
le cui coniche polari rispetto alla curva /"= sono in congiunzione colla conica po- 
lare della retta u rispetto alla curva (a6w)* = 0, e reciprocamente per a? costante. 

3) {abu){abcycx = ^ (a6c)*u.;p = 0, per u costante, rappresenta la locale 

dei punti le cui cubiche polari rispetto alla curva /*= sono in congiunzione colla 
cubica polare di u rispetto alla curva (abn)* = 0, cosicché le cubiche polari della 
curva /=0 sono in congiunzione colla cubica polare di u rispetto alla curva (abuy = 
se il polo descrive la retta u ; ciò poi avviene per tutti i punti del piano se è nullo 
r invariante (a6c)*=0, che esprime contemporaneamente la condizione affinchè siano 
in congiunzione le due curve f=a^^=:0 e (abu)* = 0. 

4) a> Wj* = rappresenta un inviluppo di 2' classe toccato dalle rette 
le cui seconde polari rispetto alla curva Uj^ = (curve della 4" classe) sono in con- 
giunzione colla curva fondamentale /*= 0. 

5) V ^x* = è la locale dei punti le cui coniche polari rispetto alla 
curva f=0 sono in congiunzione colla curva tfy*w/ = 0. 

5 

6) {oL^xya^^a^^ = Q curva coniugala della curva {abuya^bf^:=^^a^Hj^' 

1) Agj* A^* = locale dei punti le cui seconde polari rispetto alla curva 
^^ = sono congiunte colla curva {abuY = 0. 

8) {ab^y a^ bj^ A^* = locale dei punti le cui coniche polari rispetto 
alla curva A/ = sono in congiunzione colla curva {abuy^a.Jb^ — Q. cioè colla 
conica polare dello stesso punto x rispetto alla curva fondamentale. 

9) (aòs)* aj^ bj s^^ = 0, locale dei punti le cui coniche polari rispetto . 
alla curva s^* = sono in congiunzione colle coniche polari rispetto alla curva fon- 
damentale. 

10) (a^xy (a^xy (Pycd)* = locale dei punti tali che le quattro tangenti 
da essi condotte alla curva (abiiy = formano un gruppo armonico. 

Questa forma è coniugata alla forma {abuy {acuy {bcuy = (V. §. 5) opperò 
{oL^xy (a-^xy (Pifx)* = è anche la locale dei vertici in cui si scompongono le es- 
siane delle prime polari della curva (abuy = se la polare tocca la curva 

V = (apT) (apS) (ayS) {^^ò)u^ u^ u^ «g = 0. 
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11) (apcc)* = 0, locale dei punti tali che le quattro tangenti uscenti da 
essi alla curva (aòw)* = formano un gruppo equianarmonico, (a^x)* è la forma 
coniugata della forma (aftu)*.* • 

Osservandone. I punti comuni a!le due curve 

(ci?a;)* = , {rf.^xy (Ayoc)- i^^x)^ = 

sono le *24 cuspidi della curva {abn)* =0, la cui equazione in coordinate di punti ft 

[ (agxO* ]^ - 6 [ (oi'fx;- (avoj.^ (pv^j)'. p =r 0. 

12) (a?Y)^ Uo^^i/p'it^* = 0, in\iluppo delle tangenti doppie delle cubiche 
polari della curva (abuy = 0, e anche invilup; o delle rette congìungcnti le copp'.e 
dei punti in cui degenerano le coniche polari della curva {abuy = se la polare 
tocca la curva 

(aPT)*Va'VV = ^- 

Osservazione, Le 24 tangenti coir.uni alle curve t/^^* e (apY)^^*a*"p^"T" ^""^ 
le 24 tangenti cuspidali della curva {abìiy =^ 0. 

13) (a6c)* = 0, esprime la condizione perchè siano congiunte le curve 
/' = a^* e (6cu)* = 0. Dalla formola a pag. 220 

(afcc) (abd) (acd) (bcd) a^ b^ c^ d^ ■= i (a?.x)» - ^ A • /' 

si conchiude che se A = (aòO* = coincidono le due curve 

(aòc) (o6cf) (acd) (bcd) a^, b^c^dy,=^{) e (ago?)' = 

e dalla formola (21) 

A/=-4-2A^ + 2iB 

si conchiude che se A = (abcy =0 , A/ = 2 (ag^)*. 

14) (agac;* i/-a* i*p* = 0, per x costante, inviluppo delle rette le cui co- 
niche polari rispetto alla curva (aòi/)* = passano pel punto x ; per u costante 
equazione in coordinate di punti della conica polare di u rispetto alla curva {abuy=0, 

15) M^* = 0. (Vedi nel §. 5 T interpretazione dì questa forma data da 
Clebsch). 

Alla interpretazione delle rimanenti forme premettiamo il seguente teorema (*): 



(*) V. «na nota del prof. Battaglini Sulla forma ternaria digrado qualunque 
nel VoL. IV degli Atti dell' Accademia delle scienze fisiche e matematiche. 
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Scriviamo di n punii cci , acj , . . . , cc„ le equazioni 

u =0 , u £=0,... ,M =0 

^1 ^1 ^A 

cosicché M u . . . lA =0 rappresenta un inviluppo della classe n. 

Del punto x^ prendo la prima polare rispetto a una curva dell'ordine n o^r=SS 
e ottengo o a/"* = 0, di questa prendo la prima polare rispetto al polo ocj e 

ottengo <\ a a/"* = 0, e così di seguito sino al punto a5„_, di cui prendo la 

retta polare rispetto alla conica n a .,.a a^-^0 e ottengo a a ...a a^=0; 

SU questa retta giacerà T ultimo punto x,^ so si annulla V invariante: 

^^ % ''a: = ^• 

Se poi si fanno coincidere in un solo gli n punti, l'annullarsi dell' invariante 
indicherà che questo punto giacerà sulla sua polare rispetto alla curva a^=:^0 ov- 
vero che il punto giace sulla curva r// = 0. Reciprocamente se si ha un sistema 
di n rette e della prima si prenda la prima polare rispetto a una curva della classe 
?i, della curva che si ottiene la prima polare rispetto alla seconda retta, e così di 
seguito, l'ultima polare che è un punto giacerà sulF ultima retta se si annulla 1 in- 
variante simultaneo di primo grado nei coefficienti della curva di classe n e nei 
coefficienti di ognuna di quelle rette. 

Se poi tutte queste rette coincidono in una sola, l'annullarsi dell' invariante 
indicherà che questa retta tocca la curva di classe n. 

Ciò posto, consideriamo di un punto x rispetto alla curva fondamentale la 
retta polare 

a*' a, = 6 * 6, = c^' e, = . . . = 

"'X ^Z X "2 X ^Z • • • V 

5 

questa retta toccherà la curva di seconda classe u\ = ^ fiy* t*/ = se 

dunque 

16) Cp bp aj^ bj = 0, è la locale dei punti le cui rette polari rispetto alla 
curva fondamentale toccano la curva a/ n^* = 0. 

Analogamente 

17) o^ 6a CaK aj b^^ cj dj^ = 0, locale dei punti le cui rette polari ri- 
spetto alla curva fondamentale toccano la curva (abuy = 0. 

1 8) aj bj Cj dj Cj /} a,J bj c^^ cf^.» e^,* f^,^ = 0, locale dei punti le cui rette 
polari rispetto alla curva fondamentale toccano la curva (a6u)*(acw)*(6cM)*=Uy*=0. 
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Rispetto a queste due ultime curve era facile prevedere per semplici conside- 
p razioni geometriclie le loro espressioni esibite dalle formole (19) e (-20). Esse 

' '' infatti segano la curva fondamentale in punti in cui le tangenti alla stessa curva 

(rette polari di questi punti) la segano in un gruppo di punti armonico o equi- 
anarmonico cosicché della forma binaria biquadratica che è rappresentata dalFuno 
Ky ^ e l'altro gruppo si annulla il discriminante (coincidendo due punti nel punto di con- 

* tatto) e Tuno dei due invarianti, opperò si annulla anche l'altro, dunque quei punti 

^[ sono flessi per la curva fondamentale, punti doppi per la curva (17) e punti tripli 

|: per la curva (18). 

^;/. 19) («p2c)* a^ftp Cg^ dp a.p* 6^* c^.* c/^j* = 0. Consideriamo la curva (16) 

t, (apa5)*Ua*t/p*=0 e di un punto y la retta polare «^'a^^fty' 6i = ... = rispetto alla 

1, 1 curva fondamentale, questa retta tocca la curva di quarta classe {oi^x)hig^^u^^=0 (x co- 
stante) se il punto y descrive la curva del 1*2<* ordine {o^xyag^^b^Cg^d^Qy^by^CyMy^-O e 

jv', passa pel punto dato x se descrive la curva del l 'i"* ordine (a^xy a J)^CgdYiJh^^c^H^^=^0, 

j'J In ognuno dei S6 punti in cui quest'ultima curva sega la curva fondamentale 

f' costruendo la tangente alla curva fondamentale e di questa retta prendendo la co- 

^ nica polare rispetto alla curva {ahuy=u^^ = avviene che la conica passa pel 

r' punto di contatto della tangente. 

r Passando alla interpretazione delle forme del gruppo (A), abbiamo 

^•;Z 20) (aòu)* = inviluppo delle rette seganti la curva f= in un gruppo 

V ^ equianarmonico di punti. 

^ 21) (ohuy {acuy (bcuy - 0, inviluppo delle rette seganti la curva /*=0 

■^ in un gruppo armonico di punti. 

lA 55) (ahay a^ 6^* = per as costante equazione in coordinate di retta 

[w della conica polare di x rispetto alla curva fondamentale ; per u costante, locale 

dei punti le cui coniche polari rispetto alla curva fondamentale toccano la retta w. 
23) Q = {abuy (aca) a^, 6^^* c^^ =^ 0. Questa equazione deriva dall'altra 

Q' = {ahiif {auv) a^ 6^* = 

sostituendo per le r< le c^c^^. Intanto Q'=0 è la condizione perchè la retta polare di 
05 rispetto alla curva {abu)'ajb^^=0 (u costante) passi pel punto d'incontro delle 
M , v ; ponendo per v^ le coordinate e, c^^^ della retta polare di x rispetto alla curva 
fondamentale /*=0; « Per l'equazione {abay{acu)ii^bjcj^ = a ciascuna retta 
» del piano u corrisponde una curva del 6® oriiine come luogo di un punto x le 
)) cui rette polari rispetto alla curva c^^^Q e (abw)* a^.* ò^j* = s'incontrano su 
» quella retta w », 

Inoltre pel significato geometrico della sestupla di punti (ap)*(<'^T)*EP4*Y$' = 
rispetto alla quaterna a^* = segue : 

« La retta u è segata dalla curva Q = 0, ad essa corrispondente, in sei punti 
» costituenti tre coppie tali che Tuna di esse rappresenta i punti doppi dell' in vo- 



k, 
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» luzione determinata da uno dei tre possibili modi di aggruppare in due coppie 
)} i quattro punti in cui u sega la curva fondamentale f=0 ». 

Passando alle forme del terzo gruppo (C) cominciamo col richiamare il significato 
geometrico delle forme appartenenti alla forma ternaria cubica ajg^=bJ=...-0 

(o6u)' a^j 63, = 0, conica polare di x in coordinate di retta, ovvero locale 
dei punti le cui coniche polari toccano la retta u, poloconica di u; {(iàcyaJ)g/*^—Oy 
hessiana della curva aj;^ = od anche {*) locale dei punti doppi delle polocouiche 
che si spezzano in due rette ; (abc) {abii) (acu) (bcu) = 0, cayleyana della curva 
a^p* = anche inviluppo delle rette le cui poloconiche si spezzano in due rette ; 
(abuy (cdu)* (acu) {bda) = 0, equazione della curva del 3^ ordine in coordinate di 
retta. 

Da queste forme deducendo quelle per la curva del 4** ordine aj = , otte ■ 
niamo le seguenti interpretazioni. 

24) (aòu) (acu) (6cié)(a6c)a3p6jpCa. = 0, per x costante, cayleyana della 
cubica polare di ce, per u costante , locale dei poli le cui caylcyane polari (cay- 
leyane delle cubiche polari) toccano la retta u , anche : inviluppo della retta 
(x costante) in cui si spezzano le coniche polari rispetto alla curva f=ia^^^Q 
della coppia di punti x^y , essendo x il punto dato e t/ un punto della hessiana 
polare di x (hessiana della cubica polare di x). 

25) {abuy (cdu)* (acu) (òdu) a^ b^ c^ d^ = 0, per x costante equazione in 
coordinate di rette della cubica polare di a? ; per u costante, locale dei punti le 
cui cubiche polari toccano la retta u. 

§. 5. Interpretazioni geometriche {Conlinuazione) 

La curva del 4° ordine 

/=a^* = (1) 

è in generale della l^** classe. Essa è incontrata da una retta qualunque u in 
quattro punti rappresentati da una forma binaria biquadratica 

«^• = P5*=. ..=0. (-2) 

Perchè la retta u sia una tangente, due dei quattro punti devono coincidere 
cioè deve annullarsi il discriminante della forma (2) 

[l(ap)M»-6|(ap)MatM?TlMM-0, 
dunque secondo il principio di trasporlo l'equazione della curva in coordinate di. 



(*) Ho dedotto quest* altra interpretazione partendo da considerazioni sul sistema 
completo per la forma ternaria cubica data dal sig. Gordan. 
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rette è 

P - 6 J* = (3) 

se 

I = [abio]^ e J = {abu}^ (ttcu)* (6cu)*. 

Se poi la retta u deve segare la curva del 4® ordine secondo un dato rap- 
porto anarmonico a, deve annullarsi T invariante 

[ («f)* ?"k[ (ap)^ (a^)* (p.T)'- 1* - {*) 

della forma binaria (2), epperò la retta u deve toccare la curva di 12* classe 

in cui li è legato al valore a del rapporto anarmonico mediante la relazione 

(I -a4 a«)3 



fc = 24 



{ì+a)\\ -2ar-(2-a) 



Facendo successivamente fc = , fc.-oo si hanno i teoremi: 
« Le rette che segano la curva del 4° ordine 

» secondo rapporto equianarmonìco inviluppano la curva di 4* classe 

I = (a6u)*^0. 

« Le rette che segano la stessa curva secondo rapporto armonico inviluppano 
» la curva di 6" classe 

' J s {abuY (acu)* (6cu)* = 0. 

Perchè poi la retta u sia una tangente d'inflessione della curva /=:0, la forma 
binaria corrispondente (2) deve avere una radice tripla, epperò devono separata- 
mente annullarsi i due invarianti 

(af)* = (ap)*(aT)*(?T)* = 0. 

Dunque : « Le tangenti d'inflessione della curva del 4** ordine /"= sono le 
» tangenti comuni alle curve 

(a6uj* = e {abu}' (acu)* (6cw)* = 0. 
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Se la retta u dev'essere una tangente doppia della curva f=0 deve annul- 
larsi identicamente il covariante di 4^ ordine della forma binaria corrispondente 

in cui 

i = (ap)* , Ì = (ctP)MaT)"(?T)* . H = (ap)» tìt^» p^« , f^ótg*, 
e perchè ^ è un punto qualunque della retta u si può porre : 

dunque, applicando il principio di trasporto, la retta u, tangente doppia della curva 
/=0 è una tangente comune al sistema doppiamente influito (nei parametri V| : t'^ : v,) 
della curva della 10" classe 

(abuy (cdw)' (ctiv)' (duv)^ - (aòu)* (acu)* (òcw)* (duv)^ = 0. 

I 12 punti di contatto delle tangenti condotte da un punto y alla curva del 
4^ ordine /'=0 giacciono sulla cubica polare 

aya.» = 0. (5) 

Tutte le cubiche polari della curva f= formano una rete ; tra esse ve ne ha 
un numero semplicemente infinito che hanno un punto doppio. Il luogo dei punti 
doppi di queste cubiche polari è una curva del C" ordine, cioè Y hcssiana della curva 
fondamentale : 

la quale sega la curva fondamentale f=ù nei 24 flessi. 

Eliminando da (S) le x si ottiene invece il luogo dei poli delle cubiche polari 
aventi un punto doppio, cioè la steineriana della curva fondamentale f=0. Possia- 
mo però risparmiarci di fare questa eliminazione, osservando che la cubica polare 
di y Qy<^x^\^x^- ••> ^^ "" punto doppio se si annulla il suo discriminante: 

T«-Js» = 



in cui 

T = (a6c) (de/*)» {ahd) (ace) {hcf) a^ 6y c^ d^ c^ fy 

S = (a6c) {ahd) {acd) (6cd) o^ 6^ c^ dy , 

VCL. XIX. 80 
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dunque la steìneriana della curva fondaraentaie a^.* = 0, è 

Kahù){def)\ahd){ace){bcf)a^b^c^d^eJ^Y - ^^[{abc){abd){acd){bcd)aJ)^c^d,Y = O . 

Dalla teoria della curva del 3® ordine si sa che se è nullo F invariante di se- 
sto grado 

T = (aòc) (def)^ (abd) (ace) (bcf) a^ b^ c^ d^ e^f^^O 

della cubica Ojua^' = 0, questa è armonica, e se si annulla T invariante di 4® grado 

S = (afte) {abd) (acd) (bcd) a, ò^ c^ d^ = 

la cubica i^oÌBra ajpa/ = è armonica. Finalmente la curva aa.a^' = ha una cu- 
spide se £i annullano contemporaneamente Sei. Dunque: 
La curva del 4® ordine 

S = {abc) (abd) (acd) {bcd) a^ b^ Cj. d^. = 

è la locale dei punti le cui cubiche polari rispetto alla curva f=a„*=0 sono equia- 
narmoniclic. 

La curva del 6® ordine 

T = (aòc) (deO* {abd) (ace) (bcf) a^ b^ c^ d^ e^f^^O 

k là locale dei punti le cui cubiche polari rispetto alla curva /*= a^,* = sono ar- 
moniche. 

I punti d'intersezione delle due curve 

S=0 e T=0 

sono ì 24 poli le cui cubiche polari hanno un regresso. 

Questi 24 poli sono nello stesso tempo cuspidi della steineriana della curva 

fondamentale 





si ha inratti 



s*R.^,2 5T ax^^g^ a^_gg9s,|s_3g, a^s 



dxidxj^ dXf^ dxt dXidXf^ dx^ dx^ dXi'dX/i 

e poichò per quei 24 punti sì ha S = , T =•. , resta 



^x^^X|^ dXi dXft 



Digitized by 



Google 



)( 235 )( 

donde si conchiude ancora die le 24 tangenti cuspidali della stcineriana toccano 
la curva del 6** ordine 

T = (a6c) idef)^ (abd) (ace) (6cf) a, 6« c^ d^ e^ 4 ^ 0. 

Si sa dalla teoria della curva del 3^ ordine, che s^xò una cuspide della curva 

epperò 

a^aiOjfc = t*^Ujfc, (6) 

r eliminazione delle x e delle u dalle sei equazioni rappresentate dalla (6) conduce 
al risultato 

(abc) (abd) (acd) (bcd) = 0.. 

Se dunque di un punto y si considera la cubica polare a-y a^} = rispetto alla 
curva del 4** ordine f = fla?* = 0» e ce è un regresso della cubica polare, eliminando 
dalle sei equazioni 

le u e le x, o, ciò che vale lo stesso, le u e le j/ si ottiene 

S = {abc) (abd) (acd) (bcd) a^ b^ c^, ci^, = 

dunque la cuspide della cubica polare aya^^ = deve giacere sulla curvaS=Oe, 
come punto doppio, sull'hessiana della curva fondamentale H/ = {abc^a^b^c^ = 0. 
Quindi 

a Le 24 cuspidi delle cubiche polari dei punti comuni alle curve : 

S = e T=^0 

(( sono i 24 punti comuni alle curve : 

S = n==(a6c)»a^«6^»c^* = 0. 

Aggiungiamo senza dimostrare i seguenti teoremi (V. Clebsch Jburriaf Bor- 
chardt Bd. 59). 
« La curva 

S = (afte) (abd) (acd) (bcd) a^ bj. c^. d^. = 

« luogo dei punti le cui cubiche polari rispetto alla curva fondamentale f=aa.*=0 
» sono equianarmoniche, è nello stesso tempo il luogo dei vertivi dei triangoli in 
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» cui si scompongono le hessiane di queste cubiche polari, in modo clic ciascun 
» punto X della curva S = appartiene a tre triangoli che sono le hessiane dei tre 
» vertici del triangolo corrispondente a x. 
e La curva di 6* classe 

T = {abuy (acuy {bcu)^ = 

» inviluppo delle rette secanti la curva fondamentale /"= a^,* = in un gruppo ar- 
D monico di punti è nello stesso tempo l'inviluppo dei lati dei triangoli in cui si 
» scompongono le hessiane delle cubiche polari dei punti che descrivono la curva S=0. 
a La curva di 4* classe 

w/ = 2[(a6c)(a6d)(acd)(6cd)(aew)(6eu)(ceu)(deu) + ^abc){abu){acu)(bcu)aJjgCg^u^J==^ 

= |(asu)*-j(a6c)*.(deu)S 






uè toccata dalle 24 tangenti cuspidali delle prime polari della curva fondamentale, 
» cosicché queste 24 tangenti cuspidali sono le tangenti comuni alle due curve 



V = o, 



(a6u)»(acu)«(6cu)*=0. 



Inoltre : « I punti in cui le 24 tangenti cuspidali delle cubiche polari toccano 
» la curva u^^ = coincidono cogli stessi 24 punti stazionari delle cubiche polari 
» cosicché la curva Ug^ = passa pei 24 punti comuni alle due curve : 



S = 0, 



H = 0. 



Quanto alle cubiche polari possiamo aggiungere che ve n*ha21 con due punti 
doppi, che si spezzano cioè in una retta e in una conica. I poli di queste cubiche 
polari sono i punti doppi della steineriana R=:0. Infatti corrispondendo univoca- 
mente i punti della steineriana a quelli deirhessiana, i punti doppi della steineriana 
devono esser considerati come corrispondenti a due punti distinti dell* hessiana, che, 
come si sa, non possiede punti doppi. 
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CORREZIONI E RETTIFICHE 



A pag. 199 V. 20 in luogo di 

» 201 V. 1 » 

9 202 V. 12 )} 

» 202 V. 15 » 

» 203 V. 3 da giù » 

» 204 V. 6 » 

p 205 Y. 3 » 

» 205 T. 6 » 

» 205 V, 1 )) 

» 205 V. 14 n 

» 207 Y. 6 da giù » 

» 207 Y. 5 da giù » 



per cui 


leggasi 


sa CUI 


la forma 


II 


le forme 


(o6tt)» 


« 


(oòu)* 


-beu)a^ 




+ (6cu)Oa, 


come 




una 


(agx) 




(apx)> 


-2tt.a,... 




-2tta'a« 


(a6«)» 




(o6m)» 


(aòu) 




(o6tt)» 


o« 




«a 


8 


» 
» 


f 
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UN TEOREMA SULLA RAPPRESENTAZIONE ANALITICA DELLE SOSTITUZIONI 
SOPRA UN NUMERO PRIMO DI ELEMENTI 

IsTO T -A. 



DEL 



Dott. AGOSTINO GRANDI 



Il Prof, Bri OS chi nella sua breve nota intitolata Un teorema sulla teoria 
ddle sùstìUizioni (Rend. del R. Istituto Lombardo , Giugno 1819) dimostra che, 
per n primo, la forma ridotta 



n— 1 
2 



(r) = r""» -\-ar + br 



(mod. n) 



non può rappresentare una sostituzione se non per n = 7 e che in questo caso si 
Ila ^ = 3(4* (mod. n) essendo a qualunque. Lo stesso autore poi accenna, senza 
enunciarlo , ad altri teoremi simili che si potrebbero dimostrare pel caso della 
foriiìa ridotta più generale 



{I) 



(?•) = r""* + ar » + 6r 



(mod. n). 



Hcopo della presente nota è appunto la ricerca di uno di questi teoremi ge- 
ne^ ralì net caso che i numeri a e b non siano congrui a zero rispetto al modulo 
n {*) che suppongo sempre numero primo. 



(*) È facile vedere che se a e & sono sironltaneamente congrui a zero, la condizione 
necesFBrb e sufficiente affinchè la forma 0(r) rappresenti una sostituzione per n pri- 
mo è che n— 1 sia primo con s - 1. 
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Innalzando la (i) alla potenza 8~i«» si ha 

dove in generale si è posto 

n(Tn)= 1.2.3 .. .m , n(0) = l 
e la somma va estesa a tutti i valori interi non negativi di a. ^, f P^> Qu^^ì ^^^ 

Sostituendo nell'espressione di [0(r)]' ad a il valore s - p - 7 si ha 

ove la somma va estesa a tutti i valori interi non negativi di ^ e 7 pei quali è 

(2) P + T^^s. 

Ora affinchè G(r) possa rappresentare una sostituzione è necessario che in 
[6 (?*)]' la somma dei termini indipendenti da r, previa la riduzione mediante il 
teorema di Fermat r*"^ = ! (mo«l n), sia congrua allo zero rispetto al modulo n 
(Serret Mg. Snp. 4* ediz. n** 471). Ma i termini indipendenti da r dopo la detta 
riduzione sono quelli i quali neir espressione indicata di [6(r)]' contengono r od 
un esponente congruo a zero rispetto al modulo n — 1 , cioè quelli pei quali si ha 
la congruenza: 

(3) (P + 2^)^^-^^!^ ^${n-s), (mod n - 1). 

Dunque affinchè la (r) possa rappresentare una sostituzione si deve avere la 
congruenza : 

ove la somma va estesa a tu Iti quei sistemi di valori di p e 7 che soddisfano la 
(2) e la (3). 
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Se invece innalziamo la ^ (r) alla potenza di esponente 2$ troviamo 



^ ^'>' -^ n(28-p'-f ) n(P') n(f ) 



n-i-j 



-y'6r/'(-*)-— ^P'-«if') (modn) 



coUei 

e vediamo che sono indipendenti da r quei termiui pei quali si ha 
(W) (p: + 2t') ^""^"^ s 28 (n - 8) , (mod n - 1) 



e quindi perchè 6(r) possa rappresentare una sostituzione deve aversi anche la 
congruenza 

in cui la somma Ta estesa a quei sistemi di valori di ^' e Y che soddisfano simul- 
taneamente alle relazioni (2') e (3'). 
La congruenza (3), essendo 



n-8=- (8- 1), 



(mod n - 1) 



può scriversi cosi 



(P + 2t) ^—=-8(8-1), 



(mod n — 1). 



Ora indicando con d il massimo comune divisore fra n - 1 ed , il 

z 

quale divide a forliori n - 8 — 1 ed n - 1 - (n - 8 - 1) = 8, si vede che questa con- 

l^ruenza equivale alla 



(H«^4a^-'-^ 



(mod Sj-') 



di cui una soluzione è p + 2^ = 2 (8-1). Dunque tutte le soluzioni della data con- 
gruenza sono espresse dalla formola 



m 

ove p è un numero intero. 



p + 2-r = 2(8-i) + p^* 
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Siccome però i valori di p e '^ non possono essere negativi e debbono sod- 
disfare alla (2) da cui si ha 

P + 2t < 5s , 

si vede intanto che per avere sistemi di valori di ^ e f non bisogna dare nella (5) 

a p valori positivi perchè d, dividendo — - — , è minore di --— e perciò è 

n-1 

-T— > 2 e quindi per p positivo il secondo membro della (5) sarebbe maggiore di 

2s. Dunque a p si può dare soltanto il valore zero e quei valori negativi pei quali 
il secondo membro della (5) non è negativo, cioè quelli che in valore assoluto non 

sono maggiori di ^j — . Indicando adunque in generale con |x| il massimo in- 
tero non superiore ad ce, il numero dei valori che si può dare a p nella (S) è 



2(8--l)d 



n-1 



+ 1. 



(5') 



In modo analogo la congruenza (2') conduce alla 

n- 1 



f'-f. 5^ = 4(8 -• I)4-p- 



d 



dove d ha lo stesso significato che nella (5) e dove per avere siste:ni di valori di 
P' e Y che soddisfino alla (3), non si può dare a p valore maggiore dì 1. Si vede 



anzi che se 
per p è 



n 



1 - 



< 4 (cioè eguale a 3 o a 4) , il numero dei valori annnissibilì 



4(8 -Od 



n-1 



+ 2 



perchè p ammette anche il valore 1, ma se 



n-1 



> 4 allora, p ammettendo sol- 



tanto il valore zero e valori negativi, il numero dei suoi valori è 

4(8- l)d 



n-1 



+ 1. 



Mi propongo ora di dedurre dalle precedenti congruenze un limite pel valore 
di n oltre al quale, per un dato* valore di s, la forma (1; non possa rappresentare 
una sostituzione. Si vedrà poi che per s = 2 questo limite si riduce ad n = 7 come 
è stato trovato dal Prof. Briose hi. 

VOL. XIX. 31 
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Per i5are questa ricerca considero soltanto quei casi in cui le (5) o (5') am- 
mettano per p il solo valore zero (valore che sappiamo essere sempre ammissibile). 

Ciò intanto per la (5) avviene soltanto quando l'espressione — Z'x ^^^ "^^' 
fìore deir unità, cioè si abbia 

(6) n>5(8-l)d+l 

e in questo caso i valori di p e 7 rispetto ai quali si deve estendere la somma in- 
dicata nel primo membro delle (4) sono quelli che soddisfano alla relazione 

P + 2y = 2(8-1) , p + T<"s 
^he forniscono soltanto i due sistemi seguenti : 

p = 2 ,Y = s-2 ; p = , Y = s-1. 

In questo caso adunque la (4) diviene 

1 6'-« { (8 - 1) a* + 26 } = , (mod. n) 

la quale, poiché n è primo e poiché si é detto di volere escludere il caso dì 6 = 
(mod ti) (caso che però non si presenta per s = 2), si riduce alla 

0) (8-l)a* + 26 = (mod w) 

da cui 

6=— 5 — {s-'ì)a^. (mod n) 

Passando alla (S') vediamo che il solo valore in essa ammessibile per p èp-(^ 
quando ^ < 1 cioè 

(60 n>4(8-l)d + l 

n- 1 
potcho allora, essendo a forliori — - — > 4, p non ammette neppure il valore f- 

In questo caso adunque per determinare ^' e ^ si hanno le relazioni 
^' + 2^ = 4(8-1) , P' + f<'2s 
che forniscono i seguenti tre sistemi di valori 

p' = 4,r = 5«-4 ; ^' = 2,y = 28-3 ; p' = 0,y = 2s-?. 
Se ora nella (4') si estende la somma ai precedenti tre sistemi di valori si 
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trova la congruenza 

che si può anche scrìvere cosi 

8 (28-1) { (2«-3)(a-iy.f 12(>-l)a«fe+6 b« { ^,., ^ ^^ ^ ^^^^ 

6 

e questa, volendo sempre escludere il caso di 6 = ed osservando che (il minimo 
valore di s essendo 2 e quello di d essendo 1) la (6') dà n > 5 ed n > 2s ~ 1, si 
riduce alla 

0} (2s-8)(8-l)a* + 12(8-l)a*6 + 66* = 0, (mod n). 

Ora siccome quando è vera la (6') lo è a più forte ragione la (6), la congruen- 
za {!') si può combinare colla (1) la quale dà 

26 = -(s-l)a* , 4ò* = (8-1)«a*, (mod ?i) 

per cui moltiplicando la (T) per 2 ed in essa sostituendo poi questi valori, dopo 
alcune riduzioni si ottiene la congruenza 

(8 - 1)(- 5 8 + 3)a* = , (mod n) 

la quale se non si vuole sia a = 0, il che si è escluso, non è soddisfatta se non si ha 

Ss- 3 = , (mod n) 

É facile però vedere che questa congruenza non è conciliabile colla (6') , di- 
fatti il massimo valore che possa avere il numero primo n affinchè questa con- 
gruenza sia verificata è n = 58 — 3 e siccome in questo caso si ha 

^^|"" - ^ =2(8- 1) Cd n-l=5(8-l)+l 

e il numero s è sempre pari (altrimenti la forma (1) non sarebbe razionale), cosi 

«I 8 — 1 

si vede che qui il massimo coraun divisore d fra n - 1 ed — ^ — ^ eguale a 2, 

e quindi per 9i = S s ~ 3 la (6) non è' soddisfatta. 

È chiaro poi che n non può essere sottomultiplo di Ss — 3, perchè, se si avesse 

Ss — 3 

n = con m > 1 . la (6') non potrebbe essere soddisfatta nemmeno nel saso 

m 

più favorevole di d = l . 
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Da quanto precede si deduce adunque il seguente 
Teorema, a La forma ridotta 

(r) = r'*"* -{-ar ^ + 6r , (mod n) , 

» per n numero primo ed a e 6 non congrui a zero rispetto al modulo n, non 
» può mai rappresentare una sostituzione sopra n elementi se 

n>A(s-\)d + ì 

» essendo d il massimo comun divisore fra n - l ed — - — . Se poi n è inferiore 

» a questo limite non supera 2(s~ l)ci + l, allora affinchè 6(r) rappreseoti una 
B sostituzione è necessario si abbia 

6s-^(s-l)a». 

Siccome poi d è divisore di s, il massimo valore che esso possa avere è ^ 
(si ha d = s soltanto se n è della forma (2p 4- 1) s + l), perciò si può dire che « La 
D forma 0(r) non può mai rappresentare una sostituzione se n> 4(s— I)s -h J m. 

Il limite di n è minore di 4(s— 1)?+ ì quando questo numero non è primo, 
oppure quando si vogWa che n abbia una forma tale che d sia minore di s. 

Per esempio nel caso di s = 4 si vede che d = 4 se n := 8 i?n- 5 , ci = 2 se 
n = 8 m -f 1 e d = 1 se 7i = 4 m + 3. 

Se dunque si prende il massimo numero primo non superiore al limite che per 
ciascuna di queste forme di n-ci vicn dato dal teorema enunciato, si trova che nel 
primo caso non può essere n > 37, nel secondo n > 17 e nel terzo n > 11. In par- 
ticolare n non può essere eguale a 19 né a 23 né a 31. 

Se invece si ha s = 5, sarà ci = 2 se 7i :^ 4 ??i + 3 e d=\ se n = im + \ e 
nel primo caso non può essere ?i > 7 e nel secondo n > S. Non si può poi avere 
71 < 5 altrimenti la forma 0(r) non sarebbe una funzione ridotta (*), Dunque il solo 
caso in cui 0(r) possa rappresentare una sostituzione è quello di n = 7 è poiché 
allora, essendo d = 2, si ha n>2(s — 1)cf-f 1 , dalla seconda parte del teorema 
enunciato si deduce che si deve avere 6 = 3(1^. Questo è il risultato trovato dM[ 
Prof. Brioschi. Che poi effettivamente per ?i = 7 la forma ridotta 0(r) espressa 
dalle (1) possa rappresentare una sostituzione, è stato dimostrato da Hermite. 



(*) In genevale pei elio la 6(r) sìa una di quelle forme di sostituzioni che H er- 
mi te chiama ridotte, cioè di grado non superiore ad n — 2 e col coefficiente del se- 
condo termine nullo» deve averci n > 9 + 3, poiché a si è supposto non congruo a zero. 
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DIMOSTRAZIONE FUN TEOREMA DI PAURE 



P£B 



CARMELO INTRIQILA e FRANCESCO LAUDIERO 



Alunni della classe complementare di Geometria Proiettiva 
della R. Università di Napoli 



1) Il luogo dei centri delle coniche iscrilte in ìin dato triangolo ABC, e che 
passano per un punto fisso P,, e una conica ^, la quale tocca le rette B|C,,C,A,, 
A, B| (c/ic congiungono i punti A| , B| , C, medii dei lati BO , CA ,.AB) nei punii 
PjAB^C, , P,BC,A, , P^C-A^B,. 

La conica ^ sarà parabola^ se il punto P, giace alV infinito: sarà iperbole 
equilaleraj se P| sarà situato sulla circonferenza coniugata al triangolo A^BsC^, 
costituito dalle parallele ai lati BC , CA , AB, condotte dai vertici opposti; e sarà 
circolo^ se P| è il centro di uno dei quattro cerchi iscritti nel triangolo k^Bfif 

Se il punto Pi si muove sopra una figura qualunque x'. assegnata nel p/ano 
del triangolo ABC il centro di ^ descriverà una figura x. omotetica a /', col 
centro di omotetia nel comune baricentro S dei triangoli ABC , A^BiCi , A^B^C^ e 

col rapporto di omotetia eguale ad - (*). 



(*) Il chiarissimo Geometra sig. Fanre enuncia il teorema nei seguenti termini: 
Le lieu da centro des coniques inscrites à un triangle et qui passent par un 
point fixe est une conique qui toucbe les droites qui joignent les milicux des cdtés 
du triangle ; les points de contact se trouvent sur les droites menées des sommets 
du triangle an point fìxe. Pour quo lo lieu soit une byperbole equilatere, il faut quo 
le point donne soit sur un cerole dont le centro est situé sur la droite qui joint le 
centre de gravile du triangle au centro du cercle qui lui est circonscrit : le rayon 
de ce cercle est doublé du rayon du cercle conjugaé au triangle. Lorsque le point 
fise est à T infini, le lieu est une parabole. 
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a) Ciascuna delle infinite coniche 9, iscritte in ABC, e che passano per P, , 
è individuata dalla sua tangente s in P^. Indicando quindi [fig. 1) con L,H,N, i punti, 




(Fig. 1) 

nei quali s sega ordinatamente RC , CÀ , AB, saranno AL , BH , CN le diagonali di 
un quadrilatero circoscritto a 9, delle quali le prime due verranno bisecate in Q.R 
dalle rette 6|C, , C|A, ; ed in conseguenza la mediana QR di questo quadrilatero 
passerà pel centro K di 9. 

Se sopra QR esistesse anche il centro K, di un* altra conica 9f iscritta in ABC 
e che passa per P, , le conich^ ?.>9i» avendo le tre tangenti reali comuni BC, 
CA , AB, dovrebbero avere pure una quarta tangente reale comune ( ; e la mediana 
del quadrilatero circoscritto a 9 e 9^, formato da BC , CA , AB e L, dovrebbe pas- 
sare per R e R, , ossia dovrebbe coincidere con QR. Dunque l dovrebbe coiaci- 
dere con s, e quindi 9 con 9,. In conseguenza QR è tangente al luogo dei centri, 
del quale ci occupiamo ; e questo luogo sarà quindi determinato , determinando 
rinviluppo di QR. 

Ora Q ed R descrivono due punteggiate prospettive ordinatamente a quelle ge- 
nerate da L ed M, coi centri di prospettiva in A e B ; mentre L ed K descrivono 
due punteggiate prospettive tra loro e col centro di prospettiva in P|. Dunque Q 
ed B descrivono due punteggiate proiettive ; ed in conseguenza QR inviluppa una 
conica (p tangente a B,Ci e C|A,. Similmente si vedrebbe che ^ è tangente pure 
ad A,B,. 

Inoltre il punto di contatto di ^ con B^C, è la posizione che prende Q, quando 
R coincide con C, ; ma ciò avviene quando s coincide con P|A ; dunque 4^ tocca 
B|C| nel punto P, A-B, C, ^Q,. Analogamente si ha che ^ tocca C|A| nel punto 
P|BC|A« ed AfBf nel punto PiC*A,B|. 
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6) Se si Tuole che la conica ^ sia una parabola, si osserverà che, essendo 
A«B,C, circoscritto alla parabola ^ , il triangolo ABC, formato dalle parallele con- 
dotte dai vertici Af , B| , C| ai lati opposti, risulta (come è noto) coniugato a (p. 
Ora posto PiA-BC^L,, si ha che la retta PiA., che sega la parabola 4^ nel punto 
Q« , medio di AL, , deve segarla di nuovo nel coniugato armonico di Q^ rispetto ad 
A ed L| , ossia all' infinito; ed in conseguenza P|A dev'essere un diametro di ^. 
Ma similmente si j può dimostrare che P|B deve essere un diametro di ^, Dunque, 
poiché nella parabola i diametri sono paralleli, ne segue che il punto P, deve gia- 
cerò air infinito. 

e) Se si vuole che ^ sia una iperbole equilatera, è* chiaro che tra le coni- 
che 9, vi debbono essere due parabole 9i e 9, i cui assi debbono essere ortogo- 
nali fra loro. Ma le parabole 9^ e 9^ sono iscritte in ABC ; dunque il triangolo 
A2B2C2 (che ha per lati le parallele ai lati di ABC condotte pei vertici opposti) 
è coniugato rispetto a queste due parabole. E poiché queste parabole 9^ , 92 passano 
per Pf , ed hanno un triangolo coniugato comune, debbono avere (per un noto teo- 
rema) tre altri punti reali comuni; e tutti e quattro questi punti comuni alle due 
parabole, i cui assi sono ortogonali fra loro, per un altro noto teorema, debbono 
giacere sopra una circonferenza di cerchio. Dunque A2B2C2 sarà coniugato a questa 
circonferenza; ossia questa circonferenza dì cerchio, sulla quale deve giacere P, , 
affinchè ^ sia iperbole equilatera, 6 la circonferenza coniugata al triangolo A^B^C, i*). 

d) Se i punti L^ , M, , N, della fig. 2 sono i punti di contatto di B^ C| , 
G,A| , A,B| con la conica (p. ed L^Jf^sN, , i punti di contatto di B^C^tC^As, A^Bs 
con la conica 4^', iscritta nel triangolo A^BjCj e col centro in V^ , posto A^L^-BC^L. 
B,Mj-CA = M , CjN^-ABsN, nel quadrilatero circoscritto a t{/', del quale due coppie 
di vertici opposti sono H, e B2 , C, ed A2 , la mediana BM conterrà il centro P| 
di i^'y e quindi (a)) passerà per M,. Analogamente Cff passerà per P| ed N, , ed AL 
passerà per P, ed L,. 
Ma si ha 

4A,M4 = 2CM = A,M2, 



(*) Siccomo AjBjCj , ABC sono omotetici inversi rispetto al comune baricentro 8 
e col rapporto di omotetìa 2, ne segue che il raggio del cerchio conjugato ad A^B^C^ 
è doppio del raggio del cerchio conjugato ad ABC, e che i centri Hj , H dei due 
cerchi sono per diritto con S. Inoltre il triangolo A^B^C, è omotetico coi primi due 
triangoli, e perciò il centro del cerchio conjugato ad A, B^ 0^ , ossia il punto d' in- 
contro H, delle altezze di A|B|C| , è per diritto con H^ , H , S. Ma H, è il centro 
del cerchio circoscritto ad ABC. Dunque è anche vero quanto afferma il sig. Faure; 
sebbene, dopo il compimento da noi dato al teorema, queste due affermazioni abbiano 
perduto l'importanza, che prima avevano. 
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mentre A, , A^ sono punti omotetici rispetto al centro di omotetia S (baricentro co- 




(Pig. 2) 

mune dei triangoli A|6fG, , A B C , A^B^et) e col rapporto di omotetia eguale ad 
V. Dunque i punti M^ , M, sono per diritto con S. Potendosi similmente conchiu- 
dere che le rette LgL, , N^Ni passano per S, risulta che le coniche ^ e ^' sono 
omotetiche col centro di omotetia in 3, e col rapporto di omotetia eguale ad r; 

e quindi il centro dì ^^ ed il punto P^ (cenlro di 6') sono punti omotetici, col 
medesimo centro e col medesimo rapporto di omotetia. 

Si trae da ciò che se il punto P^ si muove sopra una figura x'» assegnata nel 
piano del triangolo ABC, il centro della conica ^, si muoverà sopra una figura x 

omotetica a xS col centro di omotetia in S e col rapporto di omotetia eguale ad r . 

e) Dietro quanto si è detto in d) si vede : 
1^ che Pi ed vanno contemporaneamente all'infinito; 
2® che se si muove sul cerchio coniugato ad AiB,C, , il punto P, si 
muoverà sul cerchio coniugato ad A^B^Cj ; e viceversa : mentre d'altronde e noto, 
che quando giace sul cerchio coniugato ad A^BiC, , la corrispondente conica ^ 
6 una iperbole equilatera iscritta in A|BiC|. 

E ciò dimostrerebbe quanto è stato da noi altrimenti dimostrato in b) e e). 
3® che quando ^ diventa uno dei quattro cerchi iscritti in A|B,C, , il punto 
P, , che è omotetico del centro di ^, dev'essere uno dei quattro centri dei cer- 
chi iscritti nel triangolo A2B2C2 

5. Se nella quistione trattata al NM , si suppone che BC coincida con CA, 
mentre il lato AB, annullandosi, conserva la sua direzione AD, il lato BC coinci- 
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derà con CA, e sarà in G. il punto di contatto di AC con le coniche ?, delle quali 
si domanda il luogo dei centri. In questa ipotesi quindi la quistione risoluta, con* 
duce air altra. 

Determinare il luogo dei centri delle coniche che passano per un dato punto 
Pi e toccarlo due rette date AD , AC, per una delle quali AC» il punto di con- 
tatto C sta dato. 

a) Dietro la ipotesi fatta di B coincidente con A, il punto C, i medio di AB, 
(fig> 3) coinciderà con A, ed il punto A, , medio di BG, coinciderà col punto B, , 




(Pig. 3) 

medio di AC; mentre però B, A, conserverà la sua direzione t parallela ad AB, 
ossia ad AD. In conseguenza CA = B|C( sarà tangente a ^ ne.] punto BtC,«PfA=A, 
e t sarà pure tangente a ^ nel punto P|C-A,B4 = P|C-( = T. 

Inoltre conducendo per P| una trasversale s parallela ad AC, il punto $-6C=L 
andrà ali* infinito sulla BC^AC, e quindi la tangente i' a ({;, che risulta dal con- 
giungere il punto medio di C(s-AB) = C«(sAD) = CN col punto medio di AL, è la 
parallela ad AC condotta pel punto medio di CN, ossia pel punto medio di P^C. 
La conica ^ essendo cosi individuata dalle tre tangenti t', t e CA e dai punti d^ 
contatto T ed A delle ultime due, si può facilmente costruire. 

ò) Del resto, conducendo la retta d equidistante da t' e CA, la d sarà segata 

nel centro di tj/ dalla retta che congiunge il punto B, col punto medio di AT ; 

la retta AO segherà t' nel punto di contatto T' di l' con <|; ; e saranno OA, e d le 

pirezioni di due diametri coniugati di ^, Ponendo U' = K, la media proporzionale 

VCL. XIX. 82 
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firn B^ € ET sari la hmgiiczza del soDidiaiDetro ''mie o ideale^ eoniogato ad OA' 
e ^ sari e:::s*< o ipert^^le. seeondochè B|A e RF saranno dirette nel medestoio 
ICM» o io f^oso C'ininrio, ossia secondo che P, e C >ono dati da bande opposte 
• laBa i^iessa b^ia di AD. 

c^ Se si rcok cLe t sia una parab<;la, f dere andare alT infinito : ma 1^ è equi- 
da P« ed AC: dunque P, de\e andare aJfinGnito. 

d) Se pfA si TU eie che 6 sia iperbole equilatera, ricorderemo che fl cerchio 
al triangolo kJ^^C^ ha per centro il punto H, delle altexxe di A^B^C^, 
e per n^rio la media proporzionale fra le distanze di H^ da on Tertice del trìan* 
gote AACs e dal lato opposto a tal Tenice. Ora, poiché nel caso generale i ter- 
tàd C^ , B^ , al rotare di C2 A^ intorno ad A, sono sempre equidistanti da A, risolta, 
ia questo caso panìcolare, in coi B^ coincide con C, che C^ giacerà sopra AC e 
dWci4 da A per quanto A dista da C. In conseguenza la perpendicolare Cfi^ con- 
dotta da C, ad AD, è la smmetrica rispetto ad A della perpendicolare condotta 
^ Al» dà C. 

Ma Jl punto E^ delle altezze del triangolo A^B^C^ è il ponto d* intersezione 
4tìbt perpen<Jicolare condotta da C, ad A^B, = e, con la perpendicolare condotta da 
B* ad iXt, e queste perpendicolari nel caso attuale sono C^H^ e la perpendicolare 
a CI in C. Dunque il punto H^ è determinato. E siccome H^C è la distanza di H, 
tanto 4bl lertice A^^C quanto dal lato B^C^; ne segue che il cerchio di centro 
Q^ e ruf'jìo IfxC. è tale che se P, giace su di esso. 6 risulta una iperbole equilatera. 

t/ In fine, siccome nel caso generale ò risulta un cerchio quando P| coincide 
eo» una dei centri dei quattro cerchi iscritti in A, B^ C* , cosi, in questo caso par- 
ticolare, questi cerchi iscritti riducondosi ai due i cui centri sono i punti d'incontro 
delb i^r[»endicolare in C^ ad AjCj = BiC2 con le bisettrici degli angoli che C,At 
fa con B, A^ = c^ , si Tede , che solamente per due posizioni di P, , ^ riducesi ad 
un cercUio. 

fj Se P| è situato sopra AC o sopra AD , & si deforma nella retta doppia AC 
ù fidU retta doppia che congiunge A al punto medio di CP|. 

Se Pf in fine coincide con G, qualunque retta condotta per C, considerata come 
retta doppia, è una delle coniche 99 e ^ risulta indeterminata. 

S* ^i Proiettando la fig. 1 da un centro U, preso fuori del piano z della figura 
ilessa, sopra un altro piano non parallelo a e, si ha il teorema : 

Dal! in un piano z un triangolo ABC, un punto P, ed una retta o, ed indi- 
tandù tùn A, , B| , Cf i punti che insieme con o dividono armònicamente i Mi 
BC , CA t AB, tt luogo dei poli delta retta rispetto a tutte le coniche iscritte nel 
iriangùto ABC, e che passano per P, , è tiiia conica ^ , la quale tocca le rette 
B,C| , C.A, , A|B, nei punti P.AB^C, , P.B.C|A, , P^CAiBi. 

D' altronde questo teorema si pote?a anche provare direttamente, ripetendo la 
ites$a dimostrazione data nel N^ 1 a) , solo sostituendo alla mediana del quadrila- 
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tero BC,CÀ,AB , s, la retta che insieme alla data o divide armonicamente le diago- 
nali, e al centro, il polo di o rispetto alle coniche 9. 

In flne il teorema del n"* 1 d) diventa : 

Se P, si muove sopra una figura qualunque x'» assegnata nel piano del trian- 
golo ABC, il polo di rispetto a tulle le coniche 4^, descriverà una figura / omo - 
logica di xS col centro di omologia nel punto di concorso S delle rette AA, , 
BB| , ce, , e con per asse di omologia. 

b) Se si vuole il luogo delle posizioni di P, , perchè ^ risulti una parabola, si 
osserverà che ^ dovrà risultare iscritta nel quadrilatero, i cui lati sono B|C„C,A4 , 
A,B, e la retta all'infinito, quindi il luogo del polo di rispetto alla ({/ è la retta 
0' che insieme a divide armonicamente le diagonali del predetto quadrilatero , 
ossia è la retta le cui distanze dai punti B,C| , C|A| , A,B| sono eguali alle distanze 
di dagli stessi vertici computate nelle stesse direzioni. Ora siccome P, .descrive 
la figura omologica di quella descritta da 0, risulta che il luogo delle posizioni di 
Pi per le quali ò risulta una parabola è la retta omologica di quando si pren- 
dono S = AA,'BB| ed come centro ed asse di omologia, ed A4B, e la congiun- 
gente NC per rette corrispondenti. 

Sono evidenti i teoremi correlativi sull'inviluppo delle polari dì un punto ri- 
spetto a tutte le coniche circoscritte ad un dato triangolo e che toccalo una retta 
data, e sull'inviluppo dei diametri di queste coniche, coniugati ad una data di- 
rezione. 

4. Risolviamo analiticamente la quistione trattata geometricamente nel n"" l. 

a) Assumendo ABC per triangolo fondamentale, è noto che I* equazione in coor- 
dinate trilineari di una conica f iscritta in ABC è della forma 

>/ila+>/^+>rCT=0. (1) 

Ha è pur noto che, indicando con ao ^o Yo 1^ coordinate del centro Pq di f , e 
con a, 6, e le lunghezze dei lati BC. CA, AB, si hanno le relazioni 

«o ^ Po To 

^c + C6 Ga + Ac'^ Ab +Ba 

donde 

g (- Otto + 5go + CTo) _ b (gap - fegp + c^p ^ _ e (gap + bpp - c^p) , 

A B " G ' ^ ^ 

Dunque, sostituendo nella (1) ad Ay fi, C le quantità proporzionali date dalle (2), 
si ottiene in 



\la (-gao -\-b%^cyJ a + Vfc (aap-bPp+CYo) P -f Vc(àap-h6Pp-CTo) T = (3) 
r equazione della conica f' di centrò ap pp Yo> ed iscritta in ABC. 
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Volendo dunque che la f sia quella che passa per P, (a, ^i Yi) > si ha la con« 

dizione 



1 



E perciò, sopprimendo per semplicità gF indici di «0,^0,70, si ha in 



\ìaai( - aoL +6 p+cy) + Vfep, (aa - 6? + 07) + n/c^i (aa + 6p - c^) = (4) 

requRzione del luogo i( dei centri delle coniche iscritte in ABC, e che passano per 
P,. Dunque questo luogo i( è evidentemente una conica. 
ft) Inoltre essendo ordinatamente 

- aa + 6? + CY = , aa - 6p + c-f = , aa + 6p - cy = 

le equazioni di B|C| , CiA, . A,B, , se si prende A,B,Ci per nuovo triangolo fon- 
damentale, rispetto al quale le coordinate di un punto qualunque sieno indicate 
da a\ f ' . y, si ha 

, - ai + 6| + CY ,*v __ - gg 4- 6p + CY -., _ aa - òg 4- cy , _ oo + òp-qr 
^^ (a,6.c| ^^- a ' P- 6 ' ^ " l ' 

Laonde 1* equazione di ^ riferita al triangolo A, B4G, sarà 



I 



Va*a,a'+V6*|rf+ Ve* 7,^=0 (5) 

0| STiluppata, 

a*a^ V*+5*P/?'Hc*Yi*T'*-2 6*c»P,YìP Y-^ c*a*Yf «ifa -2 a*6*a4?,a'p'=0 (5') 

E paragonando la (S) alla (1), si vede che il luogo 4^ è una conica iscritta nel 
triangolo AiB^C, : ciò che era ancora indicato dalla forma della (4). 

e) Del resto combinando T equazione - aa+òp+qf = della B,C, con la (4). si ha 



V26c|ÌY=- V26cYiP 



(*) Con { 2 , fn , n { indicheremo simbolicamente T espressione 
P.+ m^ + n^'^ 2mn eoa A - 2nl cosB - 2Im cosG. 
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ossia 

che è l'equazione della retta P4A riferita al triangolo fondamentale ABC. Dunque 
4* tocca B,C, nel punto PiA-B^C,. E similmente si ha, che <j/ tocca C,A, , A|B| or- 
dinatamente nei punti P,BC,À, e PfC*À|Bi. 

d) E noto che una conica rappresentata dall* equazione generale 



ila» + Bg* + Ct« + 2 F^Y + 2 Gya 4- Wa^ = 

sarà iperbole, parabola, ellisse, secondo che si abbia 

A E G a 

H B F b 

G F G e 

a 6 e 



(6) 



> 
= 0, 

< 



ossia y sviluppando, ed indicando con A' , £' , C , F' , 6' , fi', ì complementi alge- 

À II p 
brici di A , £ , C , F . G , ir nel discriminante 

che si abbia H B F 

G F C 



della (6) , secondo 



A'a« + F6« + Ce* + 2F'6c + 26'ca + 2H'db = 0. 



Nel caso della conica 9 rappresentata dalla (5') è A' = B' =;= C = , 
F = 2a*&Va,»?,Y, , G' = 2a«6*c*a,p,«Yf » ir = 2a»6Va,p,Ti*- 
Dunque ^ sarà iperbole, parabola, ellisse, secondo che sarà 



Siccome poi quando P^ sta a distanza finita, è aa| + b^i + cyi =2S, cioè al 
doppio deirarea del triangolo ABC, ne segue che ^ sarà iperbole ellisse secondo 
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che è a, ^i Yt ^ 0. E di qui si concludei che ^ sarà ellisse, se P, è interno al trìan * 

gelo ABC, estemo ad esso, ma situato in uno degli angoli opposti al vertice, re - 
lativamente a quelli di questo triangolo, e sarà iperbole se P« è esterno al triaa- 
gole ABC, nìa situato in uno degli angoli del triangolo stesso. 
Perchè ^ possa essere parabola è necessario che si abbia 

aa, + 6Pi + CYi = , o «i Pi Ti = 0- 

Ha luogo il 1^ caso, quando P, sta air infinito ; mentre ha luogo il 2^ se P| giace 
sopra uno dei lati del triangolo ABC. In quest'ultima ipotesi però ^ si riduce ad 
una retta doppia (parabola impropria), la quale passa evidentemente pel punto me- 
dio del lato su cui giace P, e pel punto medio della retta che unisce P^ al vertice 
opposto. 

e) Abbiamo visto in d) quale dev* essere la posizione del punto P| , perchè 4* 
possa essere ellisse, iperbole o parabola, ed abbiamo visto pure (N^ 1, d)) chela 
conica (p' di centro P, , iscritta nel triangolo A^B^C,, è omotetica a ^. Siccome 
allora ^' è della stessa natura ài ^ , si conclude il seguente teorema dovuto a 
Steiner: 

Indicando con A, , B, , C| t punii medii dei lati BC , CA , AB di un dolo trian- 
golo ABC, una conica op, tscri/(a in ABC, sarà ellisse, se il suo centro è interno 
al triangolo A, B, C| , o esterno ma in uno degli angoli opposti al vertice relati- 
vamente a quelli di questo triangolo^ e sarà iperbole se è esterno ad A|6iC| , 
ma in uno dei suoi angoli. 

f) La condizione perchè 1* equazione generale (6) rappresenti un'iperbole equi, 
latera è, come è noto , 

il + B+C-FcosA-e cosB - flcosC = ; 

e questa condizione applicata alla (50 diventa 

o*a4* + &*p4* + c*Yi* + 26*c*piYf cos A + 2c*a*Yiai cos B + 2a*6* a^% cosC = 0. 

Laonde ^ sarà iperbole equilatera se P, giace sulla curva rappresentata dal- 
l' equazione 

o*a* + 6*p* + e* Y* + 26V cos A • Py + 2c*a* cos B • Ya + 2a*6* cos C • ap = . (7) 

É facile vedere che la (7) rappresenta un cerchio, poiché le relazioni 

C6* + Bc*-2F6c = Ac» + Ca--2Gca = Ba* + A6*-2Ha6 (8) 
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che devono aver luogo tra i coeificienti della (6) affinchè essa rappresenti un cer- 
chio, applicate alla (7) diventano 

6*c«(6*+c*-56c COSA) = c*aHcHa*-2ca cosB) = a*6*(aHb*-2a6 cosC). 

Noi mostreremo però che la (7) rappresenta il cerchio coniugato al triangolo 
À262C2 , che si ottiene conducendo dai vertici di À.BC le parallele ai lati opposti. 

Di fatti, è noto che la polare di un punto a" ^"7" rispetto ad una curva di 
equazione omogenea 6(a,^,'Y)==0, è 

Ma, essendo 6p + cy = , cr + oa = , aa + 6? = 0, le equazioni delle rette 

1 I 1 
B2C2 , C2A3 , À2B2, il punto A2 ha le coordinate proporzionali a — - , r , -• Dun- 
que r equazione della polare del punto A2 relativamente alla conica (7)» sarà 

a*(— a+ccosB+6cosC)a+6*(6+ccosA— acosC)^+c*(c+6cosA-acosB)Y=0, 

la quale, osservando che il coefficiente di a è nullo, si riduce a 

6p + CY = , 

ciò che dimostra, che la polare di A2 rispetto alla conica (7), é il lato opposto B2C2. 

Similmente si dimostrerebbe che le polari di B, e C2 sono C2A2 ed A2B2. 
Dunque il triangolo A,. B2C2 è coniugato al circolo (7). 

g) Le condizioni (8) applicate alla (S') diventano 

c*6 V+&*c*Pi*+26Vp,'Y, = a*c*a4Hc*a«Yi*+2c»a»Yia, == 6*a*?iHa*ò«a,»+2a«6»aiP4. 

Considerando la 1^ eguaglianza, si ottiene, sopprimendo il fattore comune e', 

a^a^^ - 6*p,* + e* (a* - b»)^,* - 26«cp,Y4 + 2ca»Yia, = , 
ossia 

a*(aa4 + CYt)* = 6*(6Pi + CY,)», 
ancora 

Ha quest'ultima rappresenta T equazione delle due bisettrici degli angoli delle 
due rette A2C2 , B2C2. Dunque, perchè ^ possa essere cerchio, è necessario e suf- 
ficiente che P, giaccia sopra una di queste due bisettrici. 
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Si dimostrerebbe similmente che P, deve stare pure sopra una delle bisettrici 
degli angoli B2 , À^. Dunque P, dev* essere uno dei centri dei quattro circoli iscritti 
nel triangolo A^BjCs. 

h) Indicando con a^' , po' » To' •© coordinate del centro P© della conica 4', rap- 
presentata dalla (S), esse saranno ligate lai coeniclenti a'ai , ò^p, , c^Yi della (5) 
dalle relazioni 

6p, 



aa. 



'^'To 



, = 2, 



che si ottengono analogamente alle (2) ; e nelle quali a , b , e sono i Iati del trian- 
golo ABC. Da esse si trae quindi 

flt, = — -4a^' = a'--4ao', 

Vi 



p.=¥-w=6'-' 



l'è » 






Ti = y~4To' = <i'-*ìo'; 

dove S = atto' + 6po' + ^0' è l'area del triangolo ABC, mentre a' , 6' , e' sono le al- 
tezze dello stesso triangolo. 

Volendo riferire il punto P, al triangolo A^BiC, , osserveremo che, indicando 
con a/ , Pi' , ff' le sue novelle coordinate, si ha 



a/ = -ia'+a, = ^a'-4«o' \ 



Pi'= ^b'-4Po' 



Ti'= gC'-4To' 



(9) 



/ 



Ma la retta, che congiunge i punti V^(a/ , p/ , 7/) , ?^{a^' , po' , Yo')» riferita 
al triangolo A^BiC, , ha per equazione 






r i„. 



o'-4«' 



a «o 2 "" ~ ^'** 



p p; ^6' -4P,' 

Y To' 5«'-V 



= 0, ossia, in virtù delle (9), 



a «o' a' 
P Po' b' 
Y Yo' e' 



= 
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Dunque tutte le rette analoghe a P, P^ , passano per un punto fisso , le cui 
coordinate sono proporzionali ad a' , 6' , e', ossia pel baricentro comune ai trian- 
goli ABC, A, li, G|. 

Ora, riferendoci sempre al triangolo A|B,Ci , le rette, che congìungono due 
posizioni qualunque (a/, p/, 7/) , (a/' , p/' , 7/') di P, e le corrispondenti posizioni 
(«o' » Po' » To') » («0" > Po" > To") ^^ Po > avendo per equazioni rispettivamente 

-< izP^ r:V /Kkj^ ?-(|^--4Po') ir-Gc--4To) 

«o'-^'^Po'-Po" To'-To" 4(a;-a/0 4(?o'-P«") ^(Yo'-To") 

sono evidentemente parallele. Dunque, se P^ descrive una certa figura, Pq descrive 
la figura omotetica, col centro di omotetia nel baricentro del triangolo ABC. 

In fine, poiché, se Po («o' ? Po' » To') coincide con uno dei vertici del triangolo 



AiB, C| , per es. con A| Ua',0,OJ , si ha 



ossia il punto P, coincide col punto Aj , intersezione delle parallele condotte da 
C e B a B,Ci , CjA, , ne segue che il rapporto di omotetia delle figure descritte 

da P, e Po è i. 

i) Nel caso particolare poi che uno dei lati, p. e. CB, del triangolo ABC coin- 
cida con il lato CA , le deduzioni sarebbero le stesse di quelle della soluzione 
geometrica; e perciò qui non si riportano. Solo notiamo che, riferendoci alla di- 
scussione fatta in d), riguardante le diverse forme che può prendere la conica (t, 
si scorge facilmente che , quando CB coincide con CA , ^ sarà ellisse se P, e C 
giacciono in parti opposte relativamente alla retta AB , e sarà iperbole nel caso 
contrario. 
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ì^OPRA 1.E PROPRIKTÀ GENERALI DEGL'INVARIANTI E DEI COVARIANTI 
DI UNA E DI PIÙ' FORME TERNARIE 



PEB 



GIUSEPPE BERNARDI 



{continuazione vedi pag. 150) 
5. III. 
Proprietà generali degl' invarianti simultanei di più forme ternarie-. 

19. Dato un nujnero qualunque di forme ternarie colle stesse varlabiJi, cfj/a- 
masi invariante simultaneo delle medesime ogni funzione algebrica, razionale ed 
intera dei loro coelFicienti, omogenea rispetto a quelli di ogni forma, la quale goda 
delhi proprietà che. operando in tutte le forme una medesima sostituzione lineare, 
in huizione analoga dei coelTicienti delle trasformate riproduca la primitiva funzione 
imilliplicata per una potenza del modulo della sostituzione. 

Cosicché se 

U| ^ («1 » fti » )(»! , «3 , x^^ I 

sono le forme ternarie considerate, e se le medesime divengono ordinatamente 

U', = (A| . B, , )(X, , X, , X/* 

U'i = (A, ,B,, )(X, , X., x/« ! (^) 

per Giretto d*una sostituzione lineare 

aj, = Pi X| + g, X, + r, Xs 

aJi = P2X4 + gjX, + r,X, ) (3) 

a^s-PsXi + gsXj + fsX, 
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A = 



Pi 


9i 


P. 


<7t 


Pi 


9s 



(4) 



una funzione 



<fi"i . 6i, 



; a, , 6, , ... ; ) 



(5) 



«algebrica, razionale ed intera dei coefflcienti delle forme (1) , la quale sia omo- 
genea rispetto a quelli di ciascuna, sarà un invariante simultaneo delle stesse , 
qualora si verifichi l'equazione 



(?(Ai , B», .. ; Aj ,Bj, .. ; ...) = 1^?K , 6| , ... ; a, , òj, 



.) (6) 



più brevemente, indicando seiupliccmente con 9 la funzione primitiva (5), e con 
<b la funzione analoga composta cui coeflicienti delle trasformate (2), quando venga 
soddisfatta T equazione 

* = A»*9 (1) 

pi rappresentando un numero intero e positivo. 

Chiameremo indice dell* invariante simultaneo 9 l'esponente del modulo nel- 
r equazione (7), e lo indicheremo generalmente con pi. 

SO. Teorema. Se n, , ria , ... sono ordinatamente i gradi delle forme ternarie 
U, , U, , ... , ed fi , r, , ... quelli dell' invariante simultaneo 9 nei coefflcienti delle 
medesime, si ha la relazione 



l^ = 



««»"f + w,rji + 



(8) 



Dimostrazione. Poiché i coefflcienti A, , B|, ... ; A, , B^, ... ; ... delle forme 
trasformate D', ; U'j ; .. sono funzioni omogenee dei gradi rispettivi n^ ; n, ; . . . 
dei parametri della sostituzione (N"" 3), e è manifestamente una funzione omo- 
genea di grado r^ dei coefflcienti A^ , B, , ... di U'i ; omogenea dì grado r, di quelli 
Aj , Bj , ... di U'j ; ecc. , sarà una funzione omogenea di grado n^ri + tìj^j -f ... 
dei suddetti parametri. D'altra parte 1^^ è una funzione pure omogenea di grado 
3v. degli stessi; dunque, avendo riguardo air equazione (7) potremo scrivere 



3|x = n|ri + Wjr,+ 
da cui sì deduce tosto la relazione (8). 
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21. fé le forme ternarie considerate sono 



1 



^ L«, [il li. *'"''• • » » 
U.= V— lS«_a . x**x^*x^* 

•^_* • - * m • ■ >. • m i 



(9> 






I 



un termine qualunque d'ini invariante sìmullaneo ^ delle stesse sarà 



T - di' ^ il] . , 



h J\ 



""i^trt ^Vira 



essendo C un coelliciente numerico. 

Ciò posto, chiameremo peso del termine T la somma 



a, f, -h a/ i^ + . . , + «2 fa + ^'t ^2 + 



(10) 



2'2. Teorema. Il peso deirinvariiiiite simultaneo di pii forme ternarie fJj ^ 
costante ed eguale all' indice del medesimo. 

Dimostrazione. La dimostrazione è simile a quella del teorema N** 15- 
OssEKYAZiONE. Facilmente si vedrebbe ancora che le due somme 






analoglio alla somma (10) sono eguali pure costantemente in viilore all' indice del- 

rinfariante simnltanco^ 

23* Teorema- La somma algebrica dei coeiricienti numerici d'ogni invarfafliè 

simultaneo di più forme ternarie (0) e nulla. 

DiMOSTRAZtoKE- La dlmostrazionc è analoga a quella del teorema N"^ ^^* 
24» Teorema- Ogni invariante simultaneo 9 di i; forme ternarie (9) soddisfa 
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alle seguenti tre equazioni a derivate parziali 



2 VI do 



<*? _ 



•ei 






■ Il 

2 2^'V.nd^^='^' 



•==i 






(11) 



Dimostrazione. Poiché per definizione la funzione $ si ottiene dalF invariante 
simultaneo 9, cangiandovi semplicemente i coefflcieuti a delle forme primiti\e nei 
corrispondenti A delle trasformate, basterà per dimostrare il teorema provare che 
relazioni affatto analoghe alle (11) sì verificano per la funzione * suddetta. 

A quest'ultimo fine ricordiamo che si ha per definizione 

ed applichiamo F operatore P [N^ 7 -(20)] ad entrambi i membri di questa equa- 
zione; avremo 

P(*) = P(A»^(p). (12) 

Ha si ha manifestamente 



d(b 



^<*'=ZZ.-r^- 






(^"^yJ 



ossia [N« 1-(2I)] 



'•(*)=E2'-V.r,ds: 



dO 



v.y. 



(H) 



U d'altra parte si ha 



P(At'9) = iiAi'-«9P(A) 



Digitized by 



Google 



S>^ •VA>^:^*^ M. 



)( 262 )( 
ossia [N* T - (22)1 

Dunque, avendo riguardo a quest'equazione ed alla (13), la (12) darà 



fv 



«•^*. 



dO 






= |i*. 



la quale equazione pel sopra detto dimostra la prima delie relazioni (11). 

Per dimostrare poi le altre due basterebbe ricorrere agli altri operatori Q ed R. 

25. Teorema. Ogni invariante simultaneo 9 di v Torme ternarie (9) soddisfa 
alle seguenti sei equazioni a derivate parziali 






vv 



d<f 



£f^"'Vi.A.r.4-ida„^^^,^ 



= 



|2^-M--^.-.n5^,=» 



(U). 






d9 



^.^-l,y.+ lda,^^^^^ 



= 



= 



DiMOSTRàZiONE. Proveremo, analogamente a ciò che abbiamo fatto pel teorema 
precedente, che relazioni affatto simili alle (14) hanno luogo per i invariante simul- 
tanco *, analogo a 9, relativo alle trasformate delle forme (9) 

Consideriamo perciò l'equazione di definizione 
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ed operiamo col simbolo Qp, [N® 4 -(IO)] sopra entrambi i suoi membri ; avremo 

QpW = Qpa^?). (15) 

Ora si ha evidentemente 



ts« 






ossia IN» 5 - (17)] 



Si ha poi [N*» 6 -(19)1 

Quindi per quest'equazione e per hi (16) si avrà dalla (15) 
«=« .- 

»-t • ri » f ^^^^^^ 

La prima delle (14) pel sopra detto resta cosi dimostrata. 

Per dimostrare poi le altre cinque basterebbe ricorrere agli altri operatori 
Rp , P, , li,^ , P, , Q,. 

Osservazione. Le relazioni (14) possono servire pel calcolo dei coellicienti 
numerici dell* invariante simultaneo ?, una volta che si conosca la forma letterale 
de* suoi termini. 

26. Teorema. Si consideri un sistema di 8 forme ternarie di grado n. 

U, = (a, , 6| , )(aj, jaJtjCCa)* 

U, = (a, ,6, , )(x, ,Xj,aJsr 

(11) 

U, = (a, ,6, , )(»! ,aj, ,«8)* 

ed un invariante simultaneo 

?(«! > &i > • • • ; «t j t^t » • • • ? • • • ^1 » ^1 > • • •) (18) 



Digitized by 



Google 



^ 



)( 264 )( 



delle medesime, il quale per brevità indicheremo semplicemente con 9 ; e siano 

u, , v^ i...,w, I gradi rispettivi dello stesso nei coelTlcienti delle forme U| , U,,...,^,- 

Sì consideri pure un altro sistema di s forme ternarie anche di grado 11. 

V, = (a/ , 6/ , ) (a?, , aj, , oc,)* 

V, = (a,',6;, ){x,,x,,x,r 

(19) 

V, = (a;,6; , )(aJ|,iKt .aj,)** 

La funzione 

(".■^ + "•■w. +-)"(<è * v^ -■■)'• ■■■{<é. * '-k ^- •■)'•' <■'" 

doYo si supponga r, < «, ; r, < t/, ; ... r, < e/,, sarà un invariante simultaneo dei 
due sistemi (il) e (19) di forme ternarie, dei gradi rispettivi Vi , i\ y - • - r, nei 
coefTicienti delle forme V, , V, , ... V, , e dei gra li W| - r, , t/^ — r, , ... , w, -r, 
in quelli delle U, , U, , ... , U,. 

Dimostrazione. Si moltiplichino le s forme del sistema (19) rispettivamente 
per s costanti arbitrarie X , v , ... , p, e poi si addizioni ciascuna di esse cosi mol- 
tiplicata con quella dello stesso posto nel sistema (17) : si otterrà per tal modo uà 
terza sistema di s forme ternarie di grado n 

W, = (a, + \a\ , 6, + \b\ , . . .)(cr, , a?., , x,)^ \ 
Wj = (a, + va', , ò, + v&', , . . .){x, , x^ , aj,)** f 

W, = (a. + fa', , 6,+ p6', , . . .)(aJi » aj^ , a?,)" 



(2\) 



Ciò posto, se coi coeOlcienti delle forme di questo sistema componiamo la Ai"' 
stono analoga a ?, e la dinotiamo con «p, avremo 

t|; = 9(a,+Xo'4 , 6|+X6',,...,aj+va', , 6,fv6'„...;...a,+pa', , 6,+p6/,...) (22) 

la quale funzione sarà necessariamente un invariante simultaneo delle s forme del 

sistema (21), dei gradi rispettivi n, , n^ ,...n, nei coeDlcienti delle W, , W,....W,. 

Se quindi indichiamo con V la funzione analoga a ^, formata coi coelflcìcnti 

delle trasformate delle forme (21), trasformate ottenute tutte mediante una stessa 
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sostituzione lineare a modulo A, avremo per definizione 



(n) 



Ora ò manifesto che, indicando con A| » B, , ... ; Aj , B, , . . ; ... A, , B^ , ... 
rispettivamente i coefiicienti delle trarsrormate delie forme del sistema (11), e con 
A\ , B', , ... ; A'^ , B'j , ... ; ... A', , B', ... quelli delle trasformate delle forme del 
sìstenaa (19), trasformate tutte ottenute colla suddetta sostituzione lineare, si avrà 
W = <p(A,+XA', , B,+XB', ,...; A,+vA', , B,fvB', ,...;.. A.fpA', , B,+pB'„...) (24) 
e quindi per la (23), considerando pure la (22) , 



9(A,+XA', , B,+XB'„., ; Aj+vA', , B,+vB'j,...;... A,+pA', , B.+pB'.,...) ^ 

= A»*^<p(a|+Xa'| , 6,+Xb'i,...; a,+va', , ftj+vò'j,...;... a,-l-pa', , 6,+p6'„...) ) 



(25) 



(26) 



Sviluppando ora ambo i membri di quest'eguaglianza col teorema di Taylor 
esteso al caso di più variabili, ed indicando con T invariante analogo a 9 (18) 
del sistema (11) trasformato, avremo 

Dovendo ora questa eguaglianza verificarsi qualunque siano i valori delle quan- 
tità X , V , ... p, i coefficienti degli stessi gruppi di queste nei due membri della 
medesima saranno eguali : avremo cioè 

* = A»*9 

ciò che già sapevamo ; ed in generale 

«^'■'k * •••)"K4; - ^'k ' ■■)" i'-k + »-l;+- •)'• • 



TOL. XIX. 



34 
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la quale equazione prova chiaramente che la fuuzione (20) è un invariante simul- 
taneo dei due sistemi (17) e (19) di forme ternarie considerati. 

Che poi la medesima funzione invariantiva (20) sia dei gradi rispettivi r^fj,.-,''! 
nei coefficienti delle forme V| , V, , ... , Y, , e dei gradi u^-Vi , u^-r^ , ..• u,-f, 
in quelli delle U, , Uj , ... , U, risulta manifesto per la stessa sua forma, tenendo 
anche presente che l'invariante simultaneo considerato 9 è per ipotesi dei gradi 
rispettivi \i^ , i/j , ... , w, nei coefficienti delle forme U, , U^ , ... , U, medesime. 

Osservazione. Si può riguardare come caso particolare del teorema ora di- 
mostrato il seguente 

27. Teorema. Si consideri un sistema di s forme ternarie di grado n 



(27) 



U =(a ,6 , ...)(ac4 , a, , x^y 

U,., = (a,_, , 6,_, , ...)(aci , x^ . 0C3)» 

ed un invariante qualunque 9 della prima forma U. 
La funzione 

dove sì supponga r^-]-r^+ ... r,_^| < r, essendo r il grado di <p, sarà un invariante 
simultaneo delle s- forme considerate (27), dei gradi rispettivi ?•— j'^— rj— ... -r,.,, 
^1 . ^2 , ..! , r,_, nei coefficienti delle forme U , U^ , Ujj , ... U,_|. 

§. IV. 

Proprietà generali dei covarianti d'una forma ternaria. 

28. Essendo data una forma ternaria qualunque 

dicesi covariante della medesima ogni funzione algebrica, razionale, ed intera dei 
suoi coefficienti e delle sue variabili, omogenea rispetto a queste ed a quelli , la 
quale goda della proprietà che la funzione analoga composta coi coefficienti e colle 
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variàbili della forma trasformata sia eguale alla trasformata della funzione primitiva 
moltiplicata per una potenza del modulo della sostituzione. 

Cosicché se 9 è un covariante d*una forma ternaria U, <b la funzione analoga 
a <p relativa alla forma trasformata U' , cp, la trasformata di o e A il modulo della 
sostituzione, si avrà per definizione 

(I>=l»^9i (2) 

\k rappresentando un numero intero e positivo. 

Chiameremo grado del covariante il suo grado nei coefficienti della forma; 
ordine del covariante il suo grado nelle variabili. Per lo più indicheremo il grado 
con r, l'ordine con m. 

L'esponente del modulo nell'equazione (2) lo diremo l'indice del covariante, 
e comunemente l'indicheremo con ix. 

Avvertiamo che se nell'equazione (2) si suppone le nuove variabili vengano 
espresse per le antiche, indicando ancora con ^ il primo membro, la medesima 
diventa 

(ì> = A»^<p (2') 

forma sotto la quale ci sarà pure utile in seguito considerare l'equazione di defi- 
nizione del covariante. 

29. Essendo 9 un covariante d'una forma ternaria (1), porremo generalmente 

(f^I^c^^^x^^x^^x^^ (3) 

dove a + p + 'Y^^^» ordine del medesimo, e 

c^p^ = 2 Da^„ a'\v*'i (*) 

essendo f + 1' + . . . = r, grado del covariante, e D un coefficiente numerico. 
Analogamente porremo 

<b = lG,^,X,-X,^X,t (5) 



essendo 



0,p, = 2:DA^^,A'Vfc,, (6) 



E da ultimo 



?i = 2:c',p,VXaPx3^. (1) 

30. Teorema. L'indice |jl d'un covariante di grado r e d'ordine m d'una forma 
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ternaria di grado fi è dato dall'equazione 

. = !^. (8) 

Dimostrazione. La funzione è manifestamente omogenea di grado r nei coef- 
ficienti A della forma trasformata U' ; ora questi sono funzioni omogenee di grado 
n dei parametri della sostituzione, dunque <!> è una funzione omogenea di grado 
nr dei medesimi. D'altra parte f « e A sono pure funzioni omogenee dei parametri 
della sostituzione, 9, di grado m e A di terzo grado, cosicché A^(pi è una funzione 
omogenea di grado 3 a f m degli stessi : si avrà quindi, avendo riguardo all'equa- 
zione (2), 

nr = 3iJL -f m 

donde si deduce facilmente T equazione (8). 

Corollario. Le forme ternarie di grado multiplo di tre ammettono solo cova- 
rianti d'ordine multiplo di tre. Cosi pure se un covariante d'una forma ternaria è 
di grado multiplo di tre, il suo ordine lo sarà anche. 

31. In un covariante 9 d'una forma ternaria U consideriamo un termine qualsiasi 

T = Da^,,aV/ 0) 

d*un coefficiente qualunque Cg^^^ del medesimo. 

Chiameremo rispettivamente primo peso^ secondo peso, terzo peso del termine 
considerato T le tre somme 

hl-\-h'V+ =S/it \ 

kl + k'V+ ^Ikt l. (10) 

W + l' t' + = 2 W 1 

82. Teorema. Per tutti i termini d'un coefficiente qualunque c^^^^ d'un cova- 
riante d'una forma ternaria ogni peso è costante : chiamando rispettivamente 
T^a » ^B » S ** primo, il secondo ed il terzo peso del coefflcieute c^p^ si hanno le 
tre relazioni 

Tr^ = jji + a i^9 = l*+P ^7 = l^ + T ('0 

Dimostrazione. Si faccia nella forma ternaria U e nel suo covariante 9 la so- 
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stituzìone lineare 

Xi = XX, 
05,= X, 

*^3 — X3 

il cui modulo è 

Ac=X. 
Sarà per definizione 

* = X»^(p, (12) 

Ora in questo caso avendosi generalmente 

A^jti = X aj^f^i 
sarà (6) 

C,p, = 2 X^-'^'*'-- Da',,, aVr 

ossia 

Zht 
Cap^ = 2;X T>a^Hkiof\'k'i 

quindi per (5) 

« = 2(X,«X,PX3^2x'^''Da^,,aVr ) 

Cosi pure sarà 

(p, = 2(X.-X,PX,n*2Da^„a'V*'^ ). 

Inequazione (12) darà quindi sostituendo 

2 (X,*X,?X,if £ X Da^,, a'W . . .) = 2 (X.<*X,?X,^ X»*^* S Da'^« a Vr • • 

donde, eguagliando i coefficienti dei medesimi gruppi delle variabili nei due membri, 
si avrà 

Questa eguaglianza prova manifestamente che la somma llu è costante per 
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tutti i termini del coefficiente c^^^ del covariante 9, e che dippiù si ha 

ossia 

ir^ = [JL + a. 

In modo analogo si prova che anche il secondo ed il terzo peso sono costanti, 
e che sono dati rispettivamente dalle due equazioni 

33. Teorema. La somma algebrica dei coefficienti numerici ia ogni coefficiente 
d uu covariante d'una forma ternaria (I) è nulla. 

Dimostrazione. Poiché, supponendo eguali all'unità nel covariante che si con- 
sidera tutti i coefficienti delia forma ternaria relativa, si ottiene che ogni coeffi- 
iMente del medesimo si riduce manifestamente alla somma algebrica de' suoi cocf- 
ficieuti numerici, basterà per provare il teorema dimostrare che ogni coefficiente 
trmi covariante qualunque 

della forma ternaria 

(ac, + ajj + aJa^ (14) 

è nullo. 

Si faccia perciò in questa forma e nel suo covariante (13) la sostituzione I/neare 

a;2 = (l-X)X, + Xj 
x^ = X3 



il cui modulo è 



Sarà per definizione 



A = X. 



Ora la trasformata della forma (14) essendo manifestamente nel supposto caso 

(X. + X.H-X^r 
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si avn\ 

e quindi 

Sarà poi 

(?,^2c',p,X.-X,PX3if 

essendo generalmente c\^^ una funzione di X. 
L'equazione (13) darà quindi sosiìtuendo 

2 c^p, X,» X,P X,^ = X>^ 2 c'^p, X»» X,P X,' . 

Ed eguagliando i coelllcienti degli stessi gruppi delle variabili nei due membri, 
si avrà 

Ora questa eguaglianza dovendo verificarsi per qualunque valore di X, ed es- 
sendo c^p^ una quantità costante, un numero, dovrà manifestamente essere 

^aP7 = ^ ap7 = 0. 

34. Teorema. Ogni covariante 9 d'una forma ternaria soddisfa alle tre equa- 
zioni a derivate parziali 



2^ ''«"*' d^-«''ds;='^? \ 



2a««*5^-«'«^ = »^? \ (16) 

Dimostrazione. Si consideri un termine qualunque di 9. ad es. 
e si operi su di esso col simbolo 



v=2: 



ha 



d 



*"d«*iw' 
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Notando che per tutti i termini del coefficiente c^p^ di <p si ha 2Af=7ta=|i+a 
[N.^ 31 e 32], si potrà manifestamente scrivere 

V (T) = aj,« a?,P x,t Y (c^g^) = (|ii + a) c^p^ x,* ac^P aj,^ = (jjl + «) T. 

Estendendo ora l'operazione V a tutti i termini di <f, e poi sommando, avremo 

V((p) = Z([i.4.a)T=r|jL2T-f laT = 1x9 + 2aT. (17) 

Operiamo ora invece sopra T col simbolo a5| -; — ; avremo manifestamente 

' dX| 

ed estendendo qui pure la detta operazione a tutti i termini di f, e poi somman- 
do, si avrà 

dx, 



x.^ = 2:aT. 



Sottraendo ora questa equazione dalla (17), e mettendo poscia per T la sua 
espressione, otterremo 



2, d<p do 



che è la prima delle equazioni (16). 

In modo analogo si avrebbero le altre due. 

35. Teorema. Ricordando il significato dei simboli P, Q, B[N." 7 -(20)], le 
equazioni (16), cioè 



2''Aft«dA„,- 


--.S = ^* 


2*Aft«dA*t,- 


-^f.-* 




-»^,-* 



(18) 



relative al covariante *, analogo a 9, della forma trasformata U' equivalgono ri- 
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P(*) = |ii* 
Q(*) = li* 
R(*) = li* 



(19) 



DiMOSTBAZioMÈ. ProTeretDO che la prima delle (18) e la prima delle (19), ad 
es. , sono equivalenti. 

A tal fine osserviamo che , essendo il covariante <S> funzione dei parametri 
Pi > ^2 > Vi delia sostituzione , poiché li contiene tanto nei cocriicienti A , quanto 
nelle variabili X della forma trasformata U', potremo scrìvere 



ossia [N» 7 - (21) , NMO - (26)] 



P(*) = Z#-P(A*«) + 2^P(x.; 



dX, 



-X, 



d* 



p(*)=Sm,„£^ -,x, 



Paragonando ora questa equazione colla prima delle (18), anemo 

P(0) = IiO 

che è la prima delle relazioni (19). 

In modo analogo si proverebbe T equivalenza rispettiva delle altre due rela- 
zioni (18) colle altre due (19). 

36. Teorema. Ogni covariante 9 d*una forma ternaria (I) soddisfa alle seguenti 
sei equazioni a derivate parziali 

2j '^fc+i,ft. 



^? A 

Z4-I :^ 2C2 3-^ = 



d9 



,^=i 



'-'a^r'^^r^ 






(20) 



VOL. XIX. 



35 



Digitized by 



Google 



)( 274 )( 



n 



Dimostrazione. Si faccia nella forma ternaria U e nel covariante 9 la sosti- 
tuzione lineare 











1 X| = X| 










1 Xj = 6X| + X2 










( aj, = X3 


il 


cui modulo è 






A=I. 




Sarà per definizione 














* = 9i. 




Ora si ha in 


questo 


caso 


[ N« 18 -(13)] 






^hkl = 


'•^hki 


+ 'iafc-i.*M,|SH- 



(21) 



+ M, e'* 

essendo il secondo membro di questa eguaglianza un polinomio ordinato secondo 
le potenze ascendenti di s. 
Quindi se 

9(^AA* 9 0,Wh'V » , », , «2 , «s) 

è il covariante considerato, il covariante analogo della forma trasformata U' sarà 

* = 7 iflhki + ftctA-i,fc+i,/ £+•••» Q/t'AT + '^'^-^fe'+i.r s + ...,... X, , X2 , X3). 
Cosi pure si avrà 

?« = 9 {^hki > ^h'k'V » • . . X, , Xj + e X| , Xa). 
L'equazione (21) darà quindi sostituendo 

Ì9(%A* + '^^A-i,fc+!,/S+ ••• >%Jk'r***^'%-i,&'+«,rS+ .■• . .•• X, , Xj , X,) 
= 9(^Afcl » ^VAT » > X, , Xj + sX, , Xj). 

Sviluppando ora ambo i membri di questa eguaglianza col teorema di Taylor 
esteso al caso di più variabili, e ponendo 

9 («w/ » %'A'r ^ X, , X. , Xj) = (px 
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si avrà 



9x + 62/ia,.,,,^,,,;^ + M,6»+ .. =,^+6X,^.hN,eM. ... 



M, , ... N2 I ... essendo funzioni dei coefficienti della forma ternaria U e delle nuove 
variabili. 

Questa relazione dovendo verificarsi per qualunque valore di e, i coefficienti 
delle stesse potenze di e nei due membri della medesima saranno eguali : quindi 
si avrà in particolare 

2, d(fx _v cf<px 

ossia 

Ora è chiaro che questa relazione sussisterà pure, quando nella medesima si 
cangino le variabili X nelle corrispondenti x. Notando che per questo cangiamento 
5x diviene 9, si otterrà 



d^ 



d<f 



che è la prima delle equazioni (20). 

Per trovare le altre cinque basterebbe ricorrere alle altre cinque sostituzioni 
lineari indicate al N** 18. 

37. Teorema. Ricordando il significato dei simboli Qp , Rp , P^ , R, , Pr i Qr 
[N" 4 - (10)], le equazioni (20), cioè 



dhki 



2j ^^Aa-«,*+i,ì 

V LA ^* 



d<b ^ dO ^ 1 



d4> 

hkl dX^ 



dA 



dO 



2j 'fAft,k-«. 






(22) 



Ai/ dX, 



2mà '*ft,*+l,i 



-^»dx;=" 



d*^ 

Mi 

_d* d*_ 

dA«, ^'dX.-" 
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relative al covariante <P, analogo a 9, della forma trasrormata U', equivalgono rì- 
spcltivamente alle altre 



Qp(*) = \ 
RpW = 

P,(*) = 



• 



(?S) 



Dimostrazione. Proveremo che la prima delle (ì-i) la prima delle (^3),»^ 
es., sono equivalenti. 

Per far ciò notiamo qui pure che, essendo il covariante <1» funzione dei para- 
metri p,.Pt,P3 della sostituzione, perchè li contiene tanto nei coefficienti A, quanto 
nelle variabili X della forma trasformata U', potremo scrivere 



ossia [N» 5-(n), N» 9 -(25)] 



Paragonando ora questa equazione colla prima dello ('22), avremo 

Qp(*) = 

che ù la prima delle (.?3j. 

in modo analogo si proverebbe l'equivalenza rispettiva delle altre cinque re- 
lazioni (22) colle altre cinque (23). 

38. Dalle sei equazioni (20) se ne possono dedurre altre sei assai importanti. 
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le quali sono ordinatamente 



!!'»«»-..»+«.* 5^ = «<'a-«.P+..ì 



2'»0*-..M*«-^ = ««a-.,M+« 



2j ft«*+i,*-i.i -^^ = K+i,p-i,-< 



li ^h.k-K 



dc„ 






(24) 






e suppongono non solo la forma, ma anche il covariante scritto coi 'coefficienti 

trinomiali. 

^ Faremo vedere come la prima delle (24), ad esempio, si ottenga dalla prima 

dello (20). 

Il covariante considerato sia 



9 = E|-^g|-r'^aeT«'«"«'«^'»3' 



LaLSbr 

Osserviamo che per brevità ponendo 



^da 



hkl 



la prima delle equazioni (20) potrà così scriversi 



(•>r>) 



Notando ora che 9 è funzione dei coefficienti a della forma U, solo perchè li 
contiene ne* suoi coefficienti e, avremo 



V(9)=2 J^a?,«a;,Pa;,i V(c,p,), (26) 
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Sì avrà poi manifestamente 
od anche 



d^, -«LallLT^"»^^^''^*"''"'*'' 



d9 
dco, 






la quale eguaglianza può anche cosi scriversi 



(P+OCa^,,p+,.^ V^i^ ^3^ 



d? 






OiC„ 



0?,*"* a7jP a^a*^. 



E moltiplicandone ambo i membri per ^r, , otterremo 



OOi 



do \^ ivi « fi V 



Avendo quindi riguardo a questa equazione ed alla (-26), la (2S) darà 
S , ;rifu ^^'^ ®*^ ^3^ ^(^«P^) = S i^Tifì^ ^^a.i,p^i.-r ^^* ^^^ ^3^- 



L«liU* 



LaLPlT 



eguagliando ora i coefficienti degli stessi gruppi delle variabili nei due membri, 
nielicndo poscia per V la sua espressione, avremo finalmente 






che 6 la prima delle equazioni (24). 

(»ssERVAZioME. Facilmente si vede come per mezzo delle equazioni (2ir) si 
\mshn sempre, conoscendosi un coefficiente qualunque c^c^ d'un covariante 9 d'una 
forma ternaria U, dedurne tutti gli altri mediante semplici e successive dìtTcrcn- 
•imtmù. 

39. Teorema. Se una funzione 9 algebrica, razionale, intera ed omogenea 
dei graji rispettivi r ed m dei coefficienti e delle variabili d'una forma ternaria 



U - 2j iujkll^^^^ ^'^ ^^^ ^' 



(21) 
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soddisfa alle equazioni 



2'i«A-..»-M;^-a'.S- = o 



dOft*! 'docj 



Vi. <*<P d? 



<*«A*i <to, 






1 



la 



CI9 



d9 



*-.*.'- d^, -«'3 di; 



= 



(?8) 



la medesima sarà un covariante. 

Avvertenza. In tutto il corso della dimostrazione seguente i limiti (che per 
brevità di scrittura si sono omessi) di tutti i S che vi flgurano. sono sempre 1 e 3. 

Dimostrazione. Se le equazioni (28) sono soddisfatte, lo saranno pure le ana- 
loghe (22) relative alla funzione <I>, e per conseguenza [M® 37] le altre ancora 



B.(»)=E< = 






(29) 



Operiamo ora col simbolo P^ sopra Q» (^) ; cosi pure operiamo col simbolo Q- 
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aoprft P,(4*) : otterremo per la seconda e per la prima delle equazioni (29) 

E sottraendo la seconda di queste due relazioni dalla prima, avremo 

P,Qp(*)-QpP,(*) = 2p*^-S'/.^ = o. (30) 

Con procedimento analogo otterremo le altre due relazioni simili 

Q,R,(a») .R,Q,(*) = 29i^-S'-.|^ = <3I) 

R,P,(*)-P,R,(*) = 2r,^-2p,^ = 0. (32) 

Calcoliamo ora l'espressione differenziale 

P(*) + Q(*) + RC») = 2 P, !|^ + 2 9. ^^ + 2 »•* ^- 

K cliiaro che, indicando con P[<t] ; Q[<b] ; R[<l>] rispettivamente le operazioni 
P , Q , U fatte sopra <I>, considerandovi funzioni dei parametri j\ , Qì , i\ della so- 
slituKÌane solamente i coefficienti A della forma trasformata, avremo 

P(*) + Q(*) + R(*) = P[*] + Q[*] + R[«>] \ 

Ora essendo manifestamente * una funzione omogenea di grado nr dei para- 
metri itelU sostituzione contenuti nei coefficienti A della forma trasformata, avremo 

P[0] + Q[*] + R[0]=nr4>. 

D*allra parte [N^ 10 -(26)] abbiamo 
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poicliò * è manifestamente una funzione omogenea di grado m delle nuove va- 
riabili. 

Sostituendo quindi convenientemente in (33), e ponendo nr ~ w = 3iJi, avremo 

P(*) + Q(0) + B(0) = {nr-m)(l>=:^ SiJiO, 
ossia 

Sommando ora questa equazione colla (30), e sottraendo poi dal risultato la 
(32), otterremo 



ossia 



2p.H^ = I**- (85) 

Analogamente sommando la (34) colla (31), e sottraendo dal risultato la (30), 
avremo 

29*5^ = i^*- (36) 

Finalmente la (34) medesima per causa della (85) e della (36) darà 

Consideriamo ora V equazione (35) e la seconda e la quarta delle (29) : esse 
costituiranno il sistema di equazioni diiTerenziali simultanee 

d<b d* d<b . 

dO . dO . d* ^ 

Cosi pure prendendo la (36) e la prima e T ultima delle (29), avremo l'altro 
VCL. XIX. 36 
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sistema 



d* dO d* ^ 

P'd^-^P'di;^^»H^ = " 

d* . dO d* ^ , 

9'd^ + '^«d^ + «»d^,-='^* ^ (39) 

d<I> dO dO 

dq, dq^ ' dq. 

Finalmente considerando la (31) e la terza e la quinta delle (29), avremo l'al- 
tro sistema 

d^ d<S> d<t> ^ \ 

P^dF.'-P^dF.'-^^dFr^ 

d<b dO d* ^ ( 

d<S> dO d<b 

Ricavando ora dal sistema (38) i valori di 3— . t— » 3— ; dal sistema (39) 

^ ^ dpr dp^ dp^ 

dO d^ dO ddb dO dO 

niinllì rlì 5Ì— :il. :t^ • A HnirnUimn fLC\\ niifìlli Hi Z2_ . ri!l rJL , avrCfflO 



d«7, 


• dg,' dg,'-" 


C%ll UII/AUIU \*V/ \|^UVi 


dr, dr^ 




d* _{t* dA 
rfPi" A dp, 


dO |jiO di 
d9," 4 d9, 


d<S> \k(b dA 
dr^ "" A dr^ 




dO jx* dA 
dpt A dpj 


dO _\k^ di 
dq^ A dga 


d<I> ijlO dA 
d7'2 "" A drj 




d<& (;(& dA 
dpi A dp. 


d* _jiL* dA 
d93 A dq. 


dO |j.<I> dA 
dr, ~" A dr^' 



Dividendo poi tutte queste equazioni per <I> , quindi passando dalle derìTate 
parziali ai differenziali parziali, e poscia sommando, avremo 

i y/d<b , d* . ,d*,\ li V/dA . ,dA. ,d^.\ 



ossia 



dO dA 
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Integrando ora avremo 



log* = pilogA + logX 

essendo log il simbolo dei logaritmi neperiani ; e passando dai logaritmi ai numeri, 
otterremo 

a) = m, (41) 

X indicando una costante rispetto ai parametri Pi , qt y r^ della sostituzione » fun- 
zione dei coefQcienti e delle variabili della forma ternaria U. 

Per determinare ora questa funzione X supponiamo neirequazione (41) 2),=7,=r3= I , 
® Pi = r» = 7i = 93 = ^1 = ^2 = • in tal caso riducendosi manifestamente a 9, ed 
essendo 1 = 1, dalla stessa equazione avremo 

X = (p. 

Onde da ultimo dalla (41) sostituendo otterremo 

<I> = A»^(p, 

che è precisamente l'equazione (2') del N° 28, la quale serve puro a defluire il 
covariante. Dunque la funzione cp considerata è un covariante. 

Osservazione I'. Una dimostrazione analoga a quella ora esposta, ma più 
semplice, servirebbe a provare il seguente altro 

Teorema. Se una funzione 9 algebrica, razionale, intera ed omogenea di grado 
r dei coefficienti d'una forma ternaria 



soddisfa alle equazioni 



"=S(^^«*«a'/«^*a',' 



Sd9 



da 



(42) 



hkl 






la medesima sarà un invariante. 
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Osservazione 2*. Essendosi dimostrato [N* 36) che ogni covariante d'una for- 
ma ternaria soddisfa alle equazioni (20) ; e reciprocamente che ogni funzione alge- 
brica, razionale, intera ed omogenea dei coefflcienti e delle variabili d'una forma 
ternaria, la quale soddisfi alle medesime equazioni, è un covariante della stessa 
[N® 39], si può asserire che le (20) sono le equazioni caratlerisliche dei covarianti 
delle forme ternarie. 

Un'osservazione analoga ci permette di affermare che le (42) sono le equazioni 
caraneristiche degl'invarianti delle forme ternarie. 

§. V. 

||. Proprietà generali dei covarianti 8inr»ultanei di più forme ternarie. 

I- 

^t. 40. Dato un numero qualunque di forme ternarie colle stesse variabili, dìcesi 

1^** covariante simultaneo delle medesime ogni funzione algebrica, razionale ed intera 

|-^ dei loro coefficienti e delle loro variabili, omogenea rispetto a queste e rispetto ai 

^-^^ coefficienti di ogni forma, la quale goda della proprietà che, operando nella stessa 

I' . ed in tutte le forme una medesima sostituzione lineare, la funzione analoga com- 

I posta coi coefflcienti e colle variabili delle forme trasformate sia eguale alla tra- 

•^^ sformata della primitiva funzione moltiplicata per una potenza del modulo della 

r ' sostituzione. 

Cosicché se 

; ' Di = («4 , 6i , ) (X, , GDj , (Bj)^* 

^ - 

sono le forme ternarie considerate, e se le medesime diventano ordinatamente 

'^ 

l: U,' = (A, ,B, ) (X, , X, , X,)"« 

I U.' = (A.,B,, )(X.,X,,X3)^* ^ <^^ 

>r per effetto d*una sostituzione lineare 

: aj, = p,X, + g,X, + r, Xj \ 

a!, = PtX, + g,X, + r,X, ' (3) 

iBs=I'sX, + g,X, + rsXj 
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di modulo 



Pi 


<lx 


Pi 


Qt 


Pi 


?» 



(4) 



una funzione 

9(^ì , 6i , . . . ; a, , 62 , . . . ; », , Xj , x^), (5) 

che per brevità denoteremo semplicemente con 9, algebrica, razionale ed intera de 
coefficienti delie forme (1) e delle loro variabili, omogenea rispetto a queste e ri-i 
spetto ai coefficienti di ogni forma, sarà un covariante simultaneo delle forme stesse, 
qualora si verifichi l'equazione 

* = A»^(p., (16) 

nella quale O indica la funzione analoga a 9 composta coi coefficienti e colle va- 
riabili delle forme trasformate (2). 9^ la trasformata di 9, e 11. un numero intero 
e positivo. 

Chiameremo ordine del covariante simultaneo 9 il suo grado nelle variabili, e 
generalmente lo indicheremo con m. 

Chiameremo indice del covariante simultaneo 9 l'esponente del modulo nel- 
r equazione (6), e comunemente lo indicheremo con \k. 

Avvertiamo che se neir equazione (6) si suppone le nuovo variabili vengano 
espresse per le antiche, indicando ancora con il primo membro, la medesima 
diventa 

* = A»'9, (7) 

forma sotto la quale ci gioverà in seguito considerare V equazione di definizione del 
covariante simultaneo. 

41. Essendo 9 un covariante simultaneo di più forme ternarie, porremo in 
generale 

? = ^%^«'^*''«^3\ (8) 

essendo e + 11 + u = m, ordine del medesimo. 
Ed analogamente 

<D = 2C^^,^X,^X,'»X,\ (9) 

essendo C_ il risultato che si ottiene sostituendo in e i coefficienti dello forme 

primitive coi corrispondenti delle trasformate. 

42. Teorema. Se n^ , w, , . . . sono i gradi rispettivi dalle forme ternarie 
U| , Uj , . . . , e 9 è un covariante simultaneo delle medesime, d'ordine m e dei 
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gradi rispettivi r, , r» , . . . nei loro coeHlcienti, si ha la relazione 

_ n, r, + n, r, + m 



(IO) 



Dimostrazione. La dimostrazione si compie facilmente, considerando al solito 
1 gradi dei due membri dell'equazione (6) nei parametri della sostituzione. 

Corollario. Ogni sistema di fnrme ternario , i gradi delle quali siano tutu 
multipli di tre, ammette solo covarianti d'ordine multiplo di tre. Cosi ancora sei 
gradi rispettivi d'un covariante simultaneo di più forme ternarie nei cocfDcienti 
delle medesime sono tutti multipli di tre, lo sarà pure l'ordine dello stesso. 

43. Supponiamo che le forme ternarie U, , U,, . . . siano cosi scritte 

"^ L?! li, Li, "ifii^i *"♦ ^* ^' 



u.=2 



L». 



\1. \l. \X. 



\l},r,^t''' x/* xj' 



^v-^ I- ,0 |„ 0« 



»- ?v ^ y. 



e consideriamo un termine qualsiasi 



i. 



A 



u 



T = Da' a'; , . . . o'* 



i\ 



'^iVt «Vjy'j 



(lì) 



d'un coefficiente qualunque c^^.^ d'un covariante simultaneo ? delle medesime (D è 

un coefiiciente numerico). 

Chiameremo rispettivamente primo peso, secondo peso, (erzo peso del termine 
T considerato le tre somme 



P, ', + P', t', + • ••+?,«, + ?'»«'.+ 



(12) 
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44. Teorema. Per tutti i termini d'un coefficiente qualunque e d*un cova- 



SYÌU 



riantc simultaneo <p di più forme ternarie (11) ogni peso è costante: chiamando 
rispettivamente iCg , i:^ . r^ il primo, il secondo ed il terzo peso del coefficiente c^ ^ 

si hanno lo tre relazioni 



TTe --= IX + 6 



^„ = 1^ + >1 



TC, = li + U. 



Dimostrazione. La dimostrazione è analoga a quella del teorema N^ 32. 

43. Teorema. La somma algebrica dei coefficienti numerici in ogni coefficiente 
d'un covariante simultaneo di più forme ternarie (11) è nulla. 

Dimostrazione. La dimostrazione è simile a quella del teorema N^ 83. 

46. Teorema. Ogni covariante simultaneo ? di u forme ternarie (11) soddisfa 
alle seguenti tre equazioni a derivate parziali 



2 2«.^, 



dy 



a,/3,y, eia 



«Ar. 



do 



2 



Sp.«, 



d(f 



sfisr, da 



2j S Y, o, 



d<f 



do 



(13) 






»,fi,Y,da 



V.»t 



d(f 
dac, 



- «3 :7Z- = I*? 



/ 



Dimostrazione. Poiché la funzione * per definizione si ottiene dal covariante 
simultaneo 9, cangiandovi semplicemente i coefficienti e le variabili delle forme 
primitive nei corrispondenti coefficienti e nelle corrispondenti variabili delle forme 
trasformate, basterà per dimostrare il teorema provare che relazioni affatto ana- 
loghe alle (13) si verificano per la funzione <I> suddetta. 

A quest'ultimo fine rammentiamo la seconda equazione (7) di definizione del 
covariante simultaneo 

*-A»^<p, (14) 

la quale suppone che in ^ le nuove variabili siano espresse per le antiche. 

Ed operiamo col simbolo P [N® 7 - (20)] sopra entrambi i membri della me- 
desima; avremo 

P(*) = P(l»^(p). (15) 



Ha si ha manifestamente 
P(<D) 



-Ij h aA 



d^ 



«f/^fy« 



^(V...>+2#p(x.). 



'Ay, 



dXj 
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ossia [NM - (21) ; NMO - (26)] 




Cosi pure si ha [N» 7 - (22)] 

P (Ai'ip) = 9 P (di') = |i ì>'<t = iJi<>. 
Quindi, sostituendo conTenientemente in (15), otterremo da ultimo 



«=17 



d* ^ d* . 



La prima delle equazioni (13) pel sopra detto resta cosi dimostrata. 
Per dimostrare le altre due basterebbe ricorrere agli altri operatori Q ed R. 
47. Teorema. Ogni covariante simultaneo ? di v forme ternarie (11) soddisfa 
alle seguenti sei equazioni a derivate parziali 



' y dy 



d? A 



|2«.v..ft.r...sr^-^'S?.='' 



2 2p,« 



»=i 



i^Ys 






«5=V 



«A^t 



+1 da * dx. 



m 









«Ay. 



— ^?— -cc^ =0 



Dimostrazione. Proveremo qui pure che relazioni atTatto analoghe alle (16) 
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bau no luogo per il coyariantc simultaneo <I>, analogo a f , relativo alle trasformate 
delle forme (11). 

Per questo rammentiamo ancora l'equazione (14) di definizione del covariante 
simultaneo, ed operiamo sopra ambo i membri della medesima col sìmbolo Qp, 
ad es. , [NO 4 -(IO)] • avremo 

Qp(*) = Qp(A»^?). (11) 

Ha sarà manifestamente 

ossia tN" 5 -(11); N» 9 -(25)] 

E d'altra parte si avrà [N*» 6 • (19)] 

Qp(li*?) = pLAt^-*9Qp(A) = 0. 
Sostituendo quindi convenientemente in (17), otterrassi finalmente 

la quale equazione pel sopra detto dimostra la prima delle (16). 

Ricorrendo agli altri cinque operatori Rp , P^ , R^ , P^ , Q,. si dimostrerebbero 
le altre cinque. 

Osservazione. Dalle sei equazioni (16) se ne possono dedurre altre sei assai 



VCL. XIX, 37 
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importanti, le qanlì sono ordinatamente 

de 



±i ^«» Vi. /».+*. n da 

«=1 (X 



«YJU 



— SCj.i^,,4.4^.j 



./3.r. 



dH = «''*-«.i."^« 

de 






de 



«»)M 



Z. Z. P'\,/S,-l,y.+ldr^-'»''*.''-."- 



2 Sir.o, 



de 



«rju 



-W^ 



■•.+«A.r.-ido^^^^^ --e*..,.»-. 



2 St.o 



de 



«ÌJU 









(18) 



e suppongono che tanto le forme ternarie, quanto il covariante simultaneo siano 
scritti coi coefficienti trinomiali. 

Queste equazioni mostrano come, conoscendosi un coefficiente qualunque Cg^j 
d*un covariante simultaneo 9 di più forme ternarie, se ne possano dedurre tutti 
gli altri mediante semplici e successive dìfTerenziazioni. 

48. Teorema. Si consideri un sistema di 8 forme ternarie di grado n 



Uj = (aj,6, , )(aj, ,x, ,05,)* 



(19) 



U, =(a, ,6, , )({c, ,Xt ,X3)* 

ed un covariante simultaneo delle stesse 

9(^1 , 61 , ... ; ttj , 62 , ... ; ... a, , 6, f ... ; aj| , Xt » ^i) (20) 
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il quale per brevità dinoteremo semplicemente con ? ; e siano u, , Ui , . . , tf, i 
gradi rispettivi del medesimo nei coefficienti delle forme U, , U, , . . . U,. 
Si consideri pure un altro sistema di s forme ternarie anche di grado n 

V, = (a,', 6/ )(CB, ,a!t,aj,)» 

Y, = (aj',6,' .)(», ,05, .oc,)» 

(21) 

V, = (a,' ,b,' )(aB, .ajt.asj)" 

La funzione 

dove si supponga r, < n^ ; fj < ^2 5 • • • ^« < »*« » sarà un covariante simultaneo dei 
due sistemi (19) e (21) di forme ternarie, dei gradi rispettivi r, , r^ , . . . r, nei 
coefficienti delle forme V| , Vj , . . . V, ; dei gradi w, — r, , n^ - r, , . . . n, - r, in 
quelli delle U^ , Uj , . . . U, , e dello stesso ordine m di 9. 

Dimostrazione. Si moltiplichino le s forme (21) ordinatamente per s costanti 
arbitrarie X , v , . . . p, e poi si sommi ciascuna delle forme risultanti con quella 
dello stesso posto nel sistema (19): si otterrà cosi un terzo sistema di s forme 
ternarie di grado n 



Wj = (a, + Xa/ , 6, + X6/ , . . .) («1 » 2Di » «a)' 
W2 = (cf 2 + va^' , 62 + vòj' , . . .) (»i 1 «» » acs)' 



» 



n 



(23) 

Ws = K + P«.'»^ + pV» • • •)(»! »aJ2.a5s)'* 

Si componga ora coi coefficienti e colle variabili di queste forme la funzione 
analoga a <f ; indicandola con ^, sarà 

♦=9(ai+Xa/ , ft^+Xft/,...; a^+va^' , ò^+vb/ ,..;... a,+pa,' , 6,+p6,',... aj^jOC^^aCs). (24) 

Questa funzione ^ sarà necessariamente un covariante simultaneo delle s forme 
del sistema (23), dei gradi rispettivi n, ^v^ , ... 71, nei coefficienti delle W„Wjj,...W,, 
e dello stesso ordine m di 9, Se quindi si indica con ^^ la trasformata di cj; e con 
W la funzione analoga a ^ composta coi coefficienti e colle variabili delle trasforr 
mate delle forme (23), trasformate ottenute tutte per una stessa sostituzione linea* 
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re a modulo A, si avrà per definizione 

V = A»^4;, (55) 

Ora, indicando rispettivamente con A, , B, , ... ; A, , B^ , ... ; ... A, , B, , ... i 

coefficienti delle trasformate delle forme (19), e con A|',B/,...;Aj',Bj',. ..;... A/,B/,... 
quelli delle trasformate delle (21), trasformate ottenute tutte colla suddetta sosti 
tuzione lineare, si avrà manifestamente 

V=9(A,+XA/,B,+XB/,...;A,+vA,'B,+vB,',.,.;...A,+pA;,B,+pB',...X,,Xj.X3). 

L'equazione (25) darà quindi, ponendovi anche per (j/^ la sua espressione: 

(p(A,+XA/,B4+XB/,...;A,+vA,',B,+vB,',...;...A,+pA,',B.+pB/,...XoX„X,) 

=A'*<p(a|+Xa/,64+X6,',...;...a,+pa/,6,+pV,...p,Xi+(74XjH-r4X3.pjX4+q2Xj5+r,X„ 

PaXf+gaX^+rjX,). 

Sviluppando ora col teorema di Taylor esteso al caso dì più variabili ambo 
i membri di questa eguaglianza, ed indicando con il covariante simultaneo, ana- 
logo a 9 (*20) delle trasformate delle forme (19), e con 9, la trasformata di 9, 
si avrà 

Dovendo ora questa eguaglianza verificarsi qualunque siano i valori delle quan- 
tità X , V , . . . p , i coefficienti degli stessi gruppi di queste nei due membri della 
medesima saranno eguali : avrassi cioè 

= A»^(p^ 

ciò che già sapevasi, e generalmente 

«^»ùt;-)"«-».'4-)" • ■ ■ «/"•■il;-)"* 
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la quale equazione prova chiaramente che la funzione (22) è un covariante simul- 
taneo dei due sistemi (19) e (21) di forme ternarie considerati. 

Che poi la medesima funzione (22) sia dei gradi rispettivi r^ , fj i • • • f» nei 
coefficienti delle forme V| , V^ , .. . V, , e dei gradi t*4 - r^ , Kj — r, , ... n, — r, in 
quelli delle U, , Uj , ... U, , appare manifesto dalla stessa sua forma, tenendo anche 
presente che il covariante simultaneo considerato 9 è per ipotesi dei gradi rispet- 
tivi ?/, , Wj » •••'^» nei coefficienti delle forme U|,Uj,...U, medesime. Cosi è pur 
chiaro che la suddetta funzione sarà di grado m nelle variabili, come 9. 

Osservazione. Si può riguardare come caso particolare del teorema ora dimo- 
strato il seguente 

49. Teorema. Si consideri un sistema di s forme ternarie di grado n 

U =(a ,6 , . . .){Xi , a;, , a;,)» 

Ui = (a, ,64 , . . .) (05^ , Xt , acs)* 

(26) 



U,-i = (a,.| , 6,., ,...)(»!, 05» , X3)" 



ed un covariante qualunque 9 della prima forma U. 
La funzione 

dove si supponga ri'\'r2-{- ...-hr,^i<r, essendo r il grado di 9, sarà un covariante 
simultaneo delle s forme considerate (26). dei gradi rispettivi r-r4-r2--...-rg^4 ; 
r4 ; rj ; . . , r,_, nei coefficienti delle forme U , U, , U^ , . . . U,.^ , e dello stesso 
ordine m di 9. 

Parma, Agosto 1880. 
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TAVOLA DEGL'INVARIANTI 



Forma ternaria di 2® grado 
QX^^ + 6X2* + cx^ + 2/>r2aJ3 + 2(;a5,a?3 + 2hXxX^ 

Discriminante = abc + 2fgh - af * - 6gf* - c/i*. 
Forma ternaria di 3* grado 

+ 3h aj,a?3* 4- 3fc «4*058 + 31 x^x^ + 6m x^x^x^ 







Invariante di 4° 


grado 






+ abcm 


-m* 


- idhkm 


— ahlm 


- Sfglm 


— bghm 


— cdfm 


+ 2dlfli» 


-06W 


+ afP 


— acfh 


+ bdh* 


— bcdg 


+ dfhl 


+ 2/"hm* 


^d*P 


+ bgH 


-f»/i« 


+ cd*h 


-g*k* 


+ Cffllftl 


+ Zflft?»* 




+ ahk* 




+ cr9 




+ rghh 



Forma ternaria di 4® grado 

+ 4pa?ia?2' + 4qa?|'a73 + ira^iO;,* + Isx^^x^ + itXiOCs^ 
Invariante di 3° grado 



+ ofcc 


+ iag* 


+ ìbr 


+ 3cd* 


+ 12dP 


+ 12/75* 


+ ngh* 


+ 6ef/à 


-kast 


— ibqr 


-4cnp 


+ 4nrs 


+ 4pqt 


+ 12/ipr 


- i'2hkl 


- ìigln 


- \'2gkq 


-12/Ip 


-12/7ÌS 


- 12dAr 


- ììdhl 


+ m-ni 












+ 12iq8 
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TAVOLA DEI COVARIANTI 



Covariante dì 3.® ordine e di 3.** grado (hessiano) 
della forma ternaria di 3.^ grado. 



x,« 


05,* X, 


a5i*«j 


X,» 


a;,x,* 


ac,*x, 


x," 


+ 2dgm 


+ '2dgk 


+ 2dgl 


+ 2/7cm 


+ 2d/«l 


+ 2^/ift 


+ 2hlm 


+ afli 


- 2aftrn 


- 2alni 


■{■bdl 


-2cdm 


- 2bhm 


+ cgh 


-am} 


•\abh 


+ acf 


-bm* 


+ acft 


+ bed 


-cm* 


-dVi 


+ àri 


+ ahh 


-dft* 


+ C/J7 


+ 6gl 


-ffPJ 


-fg* 


-dfh 


-m 


-n 


-ff/ift 


-dftl 


-/i»ft 




+ dm* 


+ ffm» 




+ hm* 


+ ftm» 






-d*J 


-ff*ft 




-fh* 


-gft* 






-bg* 


-Cd* 




-ol* 


-cp 






fl(/| x^ 




X| Xx Xi 




05, X,* 




+ 2fgh 


+ 3dftft 


+ 2ftU 




- 2bgm 




+ 3/gl 




- 2cfm 






+ abl 




-2dlm 




+ bcg 






+ bdh 




-2thm 




+ cdh 






-dfl 




-2ghm 




-ghl 






+ fm* 




+ o6c 




+ lm* 






-Ph 




-aftl 




-di* 






-ah* 




-bgh 
-edf 
+ 2m» 




-6ft» 
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Covariante di 6 


•* ordine 


e di 3 


» grado 


0B,« aj. 


S/y SCj 


05,» a;, 


OB.» 


X^' 


»,• 


«1 acj' 


x,»a. 


aj, X{ 


+ 2ft»n 


+ 2ft»p 


+ 2/i«g 


+ adf 


+ bdg 


+ crg 


+ 2l*r 


+ 2ft*s 


+ 2W 


-2In* 


-2tp* 


-2ft(7» 


+ 2bvq 


+ 2ftps 


+ 2lrl 


-2kr* 


- 2/18* 


-2/ii« 


-2,,q» 


- 2n8» 


-2n*r 


-ah* 


-6ft« 


-ci* 


-2ql* 


-2p«i 


-2r*s 


+ 2adl 


+ 26(« 


+ 2adr 


-dq* 


-ds« 


-fi* 


+ 2cfk 


+ 2bdl 


+ 2C/S 


+ 2afp 


+ Ihgtx 


+ 2o/% 


-A»* 


_gp« 


-gr* 


+ 2cgq 


+ 2bgh 


+ 2cffh 


-iahh 


- Ibhk 


-ioftl 








-ichl 


-Ibkl 


-4cW 


- lilfn 


-2dgp 


-2d/'g 








-2fgr 


-2dgs 


-2/91 


+ iftng 


+ ihps 


+ lclnq 








+ 47irt 


+ 4lp« 


+ 4ftrl 


£»,* JC,* 


X,*Xt* 


«X/| OCj 


a;,» oc,» 


OC,»»,» 


03,» ac,» 


•A/| «A/3 


«,♦»,* 


x,«aj,» 


-4aft» 


-ibh* 


-4al* 


-6d*l 


-6/»ft 


-Gg*h 


- 4ch* 


-ibi* 


-4c*» 


-bq» 


-OS* 


-cn« 


-4h»p 


-4/i»r 


-im 


-al* 


-cp* 


-6r* 


- %à*t 


-M*g 


-3d/» 


-4ft»n 


-4l»g 


-41*8 


-ino 


-3d9» 


-3/V/* 


+ 3d/i» 


+ Mk* 


+ 3/-^» 


+ 2a6I 


+ 2ocft 


+ 26C/1 


+ zn* 


+ igr- 


+ 3ffZ» 


-gji* 


-fp* 


<9<t* 


+ ^agp 


+ 2asfr 


+ 2bfl 


-dr* 


-fs* 


-dt* 


ì + afc/- 


+ abg 


+ acd 


-iahs 


-4o« 


-46lr 


+ acg 


+ bcd 


+ 6c/' 


+ arfflf 


+ bdf 


+ arg 


+ 2bfn 


+ 2cdg 


+ 2c(fc 


+ cdf 


+ bfg 


+ cd47 


1 -2aft8 


-2bkq 


-2ahl 


-ibhq 


— ichn 


- 4cftp 


-2cln 


-2bkr 


-2cpJ 


+ \alp 


+ iblu 


+ lahr] 


-2d/p 


-2d/V 


-2dj7( 


+ lckq 


+ 46/i( 


+ 4c/i3 


+ Gc/ftq 


+ 6(f/is 


+ 6/'tn 


-2dgn 


-2/«/g 


-2fg8 


+ mi 


+ 6ff/p 


+ 69ftr 


- 4<«n 


-4d/p 


-4plg 


+i2dlih 


+ 12f/U 


+ i2(jkl 


-ifkr 


- 43/13 


- 4g/il 


+ 2/^ftp 


+ 2grnp 


+ 2dqr 


+ 4(fq8 


+ 4Ait 


+ igpr 


+ 2gqr 


+ 2ds< 


+ 2/S» 


+ 2/(ftn 


+ 2/iftp 


+ 2Wg 


+ 4lnp 


+ 4ftgr 


+ 4/is« 


+ 2Mr 


+ 2kls 


+ 2ftK 


- 0/ipg 


-Gftns 


-6/mr 








-6tgt 


-6Apt 


-eirs 


+ 2mq8 


+ 2pg8 


+ 2ngt 








+ 2nrl 


+ 2pr8 


+ 2prt 



r 



\ 
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(hessiano) della forma ternaria di 4** grado. 



a5,»a!j»aj, 


ojt'astoc,* 


/y» 2/Y« S/v» 

a/{ o/j 0/3 




x,a5/a5s 


05,ajjXj* 


x,a:,»ass* 


x,*Xja!,» 


a,x,*»,» 


-6dV 


-erv 


-U*l 


+ 6A» 


+ 6ft» 


+ 61» 


-6(/»n 


~6/'*8 


-6j7'g 


+ 12/i«A 


+ \2liH 


+ 12/ift' 


- 2<i»t 


- 2p*r 


-2nt« 


1 12ft«i 


+ 12AP 


+ 12ftl» 


-4ft*g 


-U*n 


- 4/l'8 


-29*s 


-2gs* 


-2pr» 


-4l'p 


-4ft*J 


-4ft»r 


- 6agh 


-6agl 


-6bfh 


+ 2ad< 


+ 26dr 


+ 20/5? 


-eò/-! 


- 6cd/i 


-Gcdfc 


+ iapl 


+ iar8 


+ 46nr 


+ 20/5} 


+ 26flfg 


+ ^cgn 


+ 46gt 


+ 4cpg 


+ 4cns 


+ 2abr 


+ 2acp 


+ 2o6« 


-4oj/ft 


-ibfk 


' 4cfift 


+ 26cn 


+ 2ac8 


+ 26cg 


-2bfq 


-2c(in 


-2038 


-4aftl 


- ibhl 


-4cdl 


-2cdp 


-2asf( 


-2bfT 


+ 6dfft 


+ 6d/-t 


+ 6dgh 


+ 4opr 


+ 46n< 


+ 4cq8 


+ 6dgl 


+ ^rgh 


+ 6fgk 


+ ìOdgq 


+ lO/pn 


+ lOd/s 


+ 8dlq 


+ 8dfe 


+ 8/7f( 


+ lOfflfp 


+ lOdft 


+ lOdsfr 


-idnt 


-4/98 


— 4dpr 


-Mfh 


-Mgh 


-e/'fiil 


-4/7tó 


-4dtr 


-•4dH 


- Ì2fhp 


-12d/ir 


-I2j/ftn 


-4dnr 


-idpl 


-4/'r« 


- 12dftt 


- 12gig 


-12fl8 


+ 8/718 


+ 8dg( 


+ 8^pg 


+ 8/7in 


+ èghp 


+ 8g/»r 


+ 8dr8 


+ 8ffnr 


+ 8fpt 


- ighn 


-4gh7 


-4/ftp 


-4/P7 


-igns 


-kgql 


-4gg8 


-4/ì)r 


-igni 


-S/igs 


- 8/in( 


-Sftqs 


■l-4«7ng 


+ 4/PS 


+ 4drt 


-8ftpr 


-8tnt 


-8{pr 


-4ftln 


-4fcl</ 


-4Wp 


-mn 


-4/lft8 


- 4/i« 


-4ftte 


- 4/iftr 


-ihkt 


+ 4tpg 


+ 4&nr 


+ 4Jns 


-khnq 


-4fttp 


-4ftlr 


+ 4/ipt 


+ 4ftgt 


+ 4/ir8 


+ 4npr 


+ 4pqr 


+ 4npt 








+ 4n8« 


+ 4gr» 


+ 4g8t 


X,*Xt*Xt* 


-ìag* 


-Sbf* 


-8cd* 








+ "2081 


+ 2bqr 


+ 2cnp 














-%dJil 


- 6dftr; 


-ef/tó 














-6/"lp 


-6j/ftg 


-6f/ln 














-Qhpr 


-6ftnt 


-eiqs 














+ ISd^flf 


+ a6c 


+ 18hW 














+ lOnrs 




+ lOpqt 
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SOPRA UNA CURVA PARTICOLARE GIACENTE SOPRA UNA SUPERFICIE 

IN GENERALE 



PEL 



Dott. CARLO DINA 



m^ 



§. 1. Chiamerò Lossodromia la curva che taglia sopra una superficie un sistema 
di linee sotto un angolo costante. Per maggiore semplicità potremo prendere questo 
sistema di linee per uno dei sistemi di linee coordinate. Ciò posto indicheremo , se- 
guendo Gausfi, rispettivamente con E, F, G le espressioni 

S/dxy y dx dx y (dyy 

\du) ' ^ du dv' ^ \dv/' ' 

Si sa che l'angolo che una linea C forma colla linea u^cost. è dato dalla 
espressione 



cos(Cu) = 



dv 
dv 



(I) 



facilmente da questa espressione si deduce 1* altra 



quindi si avrà 



sen(Cu) = 



tang(Cu) = 



Veg 


-F* 


vi- 


da 
dv 


VEG 


-F» 


(tv 


+ F 



(2) 



!■ 



Quindi per ottenere Tequazione della lossodromia basterà porre tang(Gu)=cost. 
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e chiamando a p. e. qnesta costante avremo 



VEG - F* = oE — + aF , 
da cui si deduce facilmente 

( \/EG - F* - aF ) dv - aE du = . 



(I) 



Questa è r equazione della Lossodromia, rispetto alle curve del sistema it=cost. 
Per avere 1* equazione della Lossodromia rispetto alle curve del sistema i;=:cost. ; 
osservo che 



cos(Cv) = 



dv 



da cui 



sen(Cv) = 



di; 

dv 



Laonde 



tang(Cv) = 






e facendo 



tang(Cv) = 6 , 



essendo b una costante, l'equazione della Lossodromia rispetto alle curve v=cost. 
diviene 



( v/EG - F« - 6F) du - 6G di? = 0. 



(H) 



§. 2. Per avere F equazione della Lossodromia in coordinate cartesiane, osservo 
che se la superficie è 



1* elemento lineare è 



ds* = daj' + dy^ + dz* ; 
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dz =^pdx + qdy. 



d«* = (1 + p») d»^ + 2 pq dx dy + ( 1 + q*) d»» , 
onde tosto si arra T equazione della curfa in coordinate cartesiane ponendo 
u = x , t = y . E=l+p* , F = pg , G=l+q*. 
Quindi le (I) e (II) diTcngono 

(Vl+P*+g* - apq) dy - a(l + p*) dx = 
(Vl+P* + g* - bpq) dx - 5(1 + 9*) dy = , 

ognuna delle quali coesiste colla (a). Ora in generale rangole che formano le li- 
nee u e è variabile per cui se una linea è lossodromia per un sistema di coor- 
dinate non lo sarà in generale per 1* altro, a meno che quest'angolo sia costante : 
ed allora le (I) e (II) saranno ciascuna conseguenza dell* altra. 
Chiamando 6 l'angolo delle liuce coordinate si ha che 

F 



COS0 = — =r , 

VEG 



onde 



quindi 



. ,/EG— F* 



tango = 



>/EG-P 



F 



Ora se è costante anche tangO è costante, e si ha, ponendo tangO-c, che 



c = 



VEG-F* 



Allora fra a,b,c sussiste la nota relaziono 

_ g + fe 
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e la (1) diviene 

(c-a)Fclv = aEdu, 

ed in coordinate cartesiane 

(e '-a)pqdy-a{i + p*) dx. 

§.3. Però più interessante è lo studio di questa curva quando si prenda un 
sistema di curve ortogonali. Allora 

tang(Ci;) = v|g, 

e chiamando 

tang(Ct;) = a 

essendo a una costante, la sua equazione diviene 

Possiamo a questa equazione dare ancbe un* altra forma. Sia 

9(u,v) = a 



r integrale di (1), avremo 



Onde 



e la curva diviene 



h.au+^'dv=o. (2) 

du dv ^ ^ 



di* : dv = - -^ : -^ 

dv du 



La Lossodromia è una equazione di primo ordine onde Fintegrazione porterà una 
costante arbitraria, ed una sola ; la a, essendovi già, ne viene che la Lossodromia 
in termini finiti, avrà due costanti arbitrarie. Quindi queste curve sopra una su- 
perficie qualunque determineranno una rete, come le linee rette nel piano. 
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$. 4. Angolo di due Lossodromie. Siano 



•g du — o (to = 



\Iq, 8tt - 6 8r = 
le equazioni di due Lossodromie che si segano fra di loro. Pongo per brevità 

Poiché nel punto d'incontro E = E' ¥=^¥\ avremo simultaneamente 

ft du - a dv = 0, 

(a) 
fc 5u - 6 8t; = 

Sia l'angolo che formano fra loro queste due curve; dalla teorica delle coor- 
dinate curvilinee si ha 

(6) 



cos6 = 


EduSu + GdvSv 
dsSa 


Ora dalla (a) si ha 




a 


e 8»- ^ 



Laonde 



quindi 



/^ ^ • r^k^duSu E du 6tt 

G dtt Sv = 6 r — = r — . 

ab ab 



d8= VEdu* + Gdv» =*il^ \/a* + l 



Laonde la (6) diviene 



Ss = — 7 — vo +1. 





a6+ 1 
cosft= , 



VaHt VftHT 
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Ondo questo coseno viene espresso da quantità costanti e note. 
La condizione di ortogonalità sarà 

a6+ 1=0 , 

come per le rette del piano. Proprietà elegante che conferma I* analogia che queste 
curve hanno con le rette del piano. 

$. S. Qualora si prendessero coordinate isometriche allora r elemento lineare 
prende la forma 



quindi 



ds»=l(du^ + dv«). 



VE =>rG =^. 



L* equazione della Lossodromia prende allora la forma 

du - a dv = , 
che integrata diviene 

u - au + 6 = 0. 

Quindi : 

Se i parametri sono isometrici la Lossodromia diviene una equazione lineare 
in termini finiti fra u e v. £ evidente pure la reciproca 
cioè : 

Ogni equazione lineare fra u e v, quando i parametri siano isometrici è 
l'equazione di una Lossodromia» 
§. 6. L* elemento lineare ò 



ma per la Lossodromia 



laonde 



dti* = o* dv*, 



j r* • di? 

ds = VI + a* . . 
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Onde 



8=ViT^/|^ + c. 



Inoltre le traiettorie ortogonali di un sistema di Lossodromie parallele (che 
abbiano il medesimo valore di a) sono pure esse Lossodromie ; altra proprietà aim- 
lo|fa aHa retta nel piano. 

Prima di procedere oltre stabilirò un teorema relativo a due curve che si toc 
cane sopra una superficie. 

Se esse si toccano, nel punto di contatto oltre ad avere per u e v i medesimi 

valori dico che avranno ancora -7- a comune. 

dv 



Infatti si ha 



del pari 



tang(Cii) = 



tang(C'tt) = 



Veg- 


-F* 


(tv 


VE'G' 


_F'« 


',du' 


+ F' 



e poiché nel punto di contatto E = E', F = F', 6 = G' , ed essendo inoltre 

tang(Cu) = tang(C'w)', 

avremo nccessarìamente 

du __ du' 
dv "" dv' * 

Siano 

9(u,v) = a <Ku,v) = P 

le equazioni di due curve avremo 

d? du <^y _A 
du dv dv " 

d^ du *p _ 
da dv dv 



m 
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Ora poiché nei punti di contatto si ha — comune alle due curve, le (a) do- 
vranno essere entrambe soddisfatte da —, e quindi 

du dv dv du "" 

Questa rappresenta una curva che passa per i punti di contatto delle curve 9 e <]/. 

Quindi avendo due curve situate sopra una superficie qualunque^ il delcr- 
minanle funzionale rappresenterà, quando si eguagli a zero una curva che passa 
per i loro punti di contatto. 

§. 7. Ciò posto 

u=:u(v) (1) 

è r equazione di una curva ; da qui si ha 

du=— dv , 
dv 

ovvero 

du-^dv = 0. (ly 

dv ^ 

Ora se ìi e V sono un sistema isometrico 1* equazione della Lossodromia è 

du - a dv = 0. (2) 

Se dunque la lossodromia è tangente alla curva (I), le (1/ e (2) coesiste- 
ranno e sarà 

du 
a = -— . 
dv 

Ora a è la tangente dell'angolo che la lossodromia fa con la linea v, chiamando 
a quest'angolo si avrà 

. du 

tanga = -^-. 



onde 



du 
a = arctang^, 

VCL. xjx. 39 



Digitized by 



Google 



r 



)( 306 )( 



, du 



-^a-)" 



da dt)* 



■" [•-e)"]-" 



Ma 



d.=lV5?Ti5=4v/(l:)'. 



Quindi 



X — 
da (iv* 



ds 



j • 



[' - OT 



Chiameremo — curvatura lossodromica di una linea sopra una superficie. 

ilo 

Poiché l'equazione delia Lossodromia è 

du- adv = , 

avrò tuo 

di;* 

Quindi : La curvatura della Lossodromia è zero. 

§, 8, Formole e j)roprielà analoghe al piano. Nella rappresentazione geo- 
gnificH iliillo superficie in cui viene conservata la similitudine delle parti infinite- 
ìiimc ì\]hì linee rette del piano corrispondono Lossodromie sulla superficie. Inbtw 
in quùsla proiezione gli angoli sono conservati, e poiché d'altra parte la rettane» 
pifino Inolia le rette coordinate sotto un angolo costante, la linea corrispondente 
nella supcrHcie taglierà le curve corrispondenti alle rette coordinate del piano sotto 
un cìngolo costante. 

Del rinmnente possiamo dimostrare questo fatto anche direttamente; Jacob i 
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dette la formola seguente {Vorlesmigen ùbcr Dynamic XXVIII Vorl..) 

dx + i (fy = (m + ni) [V E du + (JL + \fG - ^ i) dv] 

che pone in correlazione i punti del piano con quelli della superficie data , ma 
conserva la similitudine dello parti infinitesime. Se le curve sono ortogonali avremo 



da cui 



ovvero 



dx + idy = im + ni) (\/ E di* + ì V 6 di?) . 

daj = m V E dw - n -^ 6 dt? , 
dy = n V E d'W 4- m V 6 dv ; 

dx - f VIE du - - yfG dvjm, 
dy = (ve du + - V G dv) n 



Quindi alle Lossodromie rappresentate dalla 

VEdu-- VGdv = 
m 

corrispondono le rette 

dcc = , 
ossia 

X = cost. 

Alle Lossodromie date dalla 

VEdtt-f- VGdv = 
n 

corrispondono le rette 

y - cost. 

Dalla (1) si ha 



dx + adi/=(\/Edu-^^-^ \l Gdv) (m + an). 



(1) 
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Quindi alla linea 

cfx + a dy = eh' è una retta 

corrisponde la Lossodromia 

m 4- an 

§, 9. Per la grande analogia che la Lossodromia ha colle rette del piano , 
quando le coordinate sono ridotte a parametri isometrici, in siffatti casi la chia- 
nicrcriio Lossodromia propriamente detta. Acciocché una tal curva fosse geodetica 
converrebbe che ridotta F equazione a parametri isometrici, si potesse integrare e 
ve!iissc una equazione lineare, ma per un x\o\fi teorema del prof. Beltrami {An- 
ììtili di Mal. I serie, tomo 1) ciò non ha luogo che per le superficie a curvatura 
costante. Dunque solamente sitile superficie a curvaltira coslanle la Lossodromia 
jiToprìamenle della sarà avche geodetica e reciprocamenle. 

§. tO. Nel linguaggio comune si intende per Lossodromia una curva situata 
sulla sfera, che taglia tutti i meridiani sotto il medesimo angolo. Da qui si vede 
tosto come i paralleli saranno Lossodromie perchè tagliano i meridiani ad angolo 
retto. Prendo sulla sfera le note coordinate geografiche e ponendo per brevità il 
raggio uguale all'unità, si ha 

a; = cost)cosw 

t/ = cosvsenu (1) 

z = senv. 
Se a è r angolo che la Lossodromia fa colle linee v avremo 

tanga = cost. 

Ma 

.I'eT du 
tanga=VG--d;;' 

e dulia (i) si ha 

dx dy dz ^ 

—— = - cosvsenu , -7^ = cosvcosu , -7- = 

du ' du du 
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onde 



fin/* 

-7- = — senrcosw 


dy 

-^ = -senvsenw; 

dv ' 


E = cos* V 


F = G = 



du 

tanga = cosr-7- 

° dv 



quindi 



^f^ X dv , 
'"^ - tanga =:du 



cosv 



^- • tangalogcot (7 -r^ ) + c = u. 

eltr^: \4 2/ 

'^^-' Questa ò Tequazione della Lossodromica sferica. (Joachimstal. Anvpendang). 

'^" §. 11. Sopra V ellissoide a Ire assi. Prendendo sopra rellissoide atro assi le 

note coordinate ellittiche si ha (Jacob i log. cit.) 



(lA« - b') (c« - iJi*) (6* - V*) (c« - v^) ' 

ove X è costante, 6 e e sono costanti e le espressioni (i = cost, v =cost sono le 
equazioni delle linee di curvatura dell* ellissoide. 
Sappiamo che 

tang(Cv)=V|:^ 

qui abbiamo 

u = \t. i; = v 

Laonde 



* (X« - V») {v* - b*) (e* - |x*) dv 
Onde l'equazione della Lossodromia sarà 

d.A V(X* - iJi»)(6* - VXc* - v«) = a dv v'(X* - v»)(tx* - 6»)(c* - jjl») 



separando le variabili 



* (.a« - 6»)(c» - li») * (6* - v«)(c« - V») ^ ' ^ 
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ed integrando 



ove 6 è la costante d'integrazione. 

§. 12. Lunghezza detVarco di Lossodromia compreso fra dticpunt£.| L'elemento 
lineare dell' ellissoide in coordinate ellittiche 

^1* '' L(jii* _ 6«)(c* - |ji») ^ (6« - v«)(c* - v«)J 
ma si ha 



Quindi 






^«* = (l^* - ^*) (feiT^(tv^ ^^* (• + t*"g*«)- 



Onde 



La rettificazione della Lossodromia dipende dagli integrali ellittici di 2* specie. 
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INTORNO ALL'EQUAZIONE X* + Y« = Z« 
IsT O T ^ 

DEL 

Dott. Aggr. CARLO MARIA PIUMA. 



Ha dato origine alla presente nota breve ed elementare un teorema proposto 
a dimostrare dal Sig. Dufrenay (question n*2) nel fascicolo di Luglio 1819 del 
Journal de Mathémaliques élémentaires et spéciales par M." Bourget et R oele r. 

Se tre interi X,Y,Z primi due a due sono tra loro legati dalla relazione 

è noto che essi possono farsi dipendere dà due interi impari A e B pure primi tra 
loro per mezzo delle formolo 

0) X = AB . Y=*l=»' , z = ìl + 2\ 

Mi propongo di esprimere, con congruenze fra A e B, delle condizioni veri- 
ficata una delle quali X o Y o Z sia divisibile per fc*?, 9 essendo un intero qua- 
lunque, e /e un intero primo assoluto» e queste relazioni saranno tali che due di 
esse non potranno mai aver luogo contemporaneamente per due interi A e B primi 
tra loro , per modo che verificata una di esse , fra i suddetti A e B gli interi 
X, Y, Z risulteranno primi tra loro ed il prodotto XYZ sarà divisibile per fc?, e lo 
stesso prodotto non sarà divisibile per /e?, quando nessuna di esse sia soddisfatta. 

Considero in primo luogo il caso di Jc diverso da 2. 

Dalla prima delle (1) si ricava che onde X sia divisibile per /e?, A e B do- 
vendo essere primi tra loro, evidentemente condizione necessaria e sufiiciente sarà 
il verificarsi di una delle due congruenze 

(a) A = (mod/c?) ovvero B = (mod/c?) 

le quali si escludono reciprocamente, nell'ipotesi di A e B primi tra loro. 
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Dalla seconda delle (1) risulta 

A*j-B^ (A-B)(A4-B) 
2 " 2 

ed osservando che A-B ed A-fB non possono ammettere fattori impari comuni 
B^nrà che questi dividano A e B, si dedurrà che onde Y sia divisibile per fc*?, do- 
Traino avere 



m 



A = B (raod fc^) ovvero A = - B (mod fc?) 



una delle quali esclude l'altra, e ciascuna delle (b) esclude le (a) e reciprocamente*. 
Onde poi Z risulti divisibile per fc? in virtù della terza delle (1) avremo la 

condizione 



(2) 



A*=-B« (mod k^). 



Ora A* è residuo quadratico di A;?, per cui -B* dovrà pure esser tale, ma 
poiché B^ è evidentemente residuo quadratico rispetto a qualunque modulo, -1 
dovrà pure essere residuo quadratico di fc? (*) per cui la (2) non potrà essere soli- 
di sfatta a meno non esista un intero C che soddisfi alla congruenza 



m 



x* = -l (mod k^). 



Ma onde ciò avvenga è necessario e sufTiciente che esista pure un altro intero 
l che soddisfi alla 

2/2 = - 1 (mod fc) ("*) 

condizione che non può essere verificata a meno che k non sia della forma 4?i+l (***)- 
Supponendo che C soddisfi alla (3) essa sarà pure soddisfatta da 

B t ù i' saranno le sole radici incongrue della (3). Se J soddisfa alla (3) potre- 
mo [lorre 

1 = - 1^ (mod /e?) 



(•) Vedi Diri chi et. Vorlesungen ueber die Zahlentheorie, 3* ediz. §. 33. 
(•*) Idem Idem 5. 35. 

("*) Idem Idem §. 40. 



^ 
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e moltiplicando membro a membro questa colla (2) avremo 

A* = (BO* (mod fc?) 

la quale terrà luogo della (2). Da quest* ultima si deduce 

(4) (\ - BO (A + BO s (mod /e?) 

dove A- B( , A + B; non possono ammettere entrambi il fattore k senza che esso 
divida A e B, infatti se si potesse avere contemporaneamente 

A = B; (mod k) e A= -B; (mod k) 

addizionando e sottraendo membro a membro queste relazioni risulterebbe 

2A = (mod k) , 2cB=i) (mod k) 

ma 2 e 2C essendo primi con k se ne dedurrebbe contro l* ipotesi 

A = (mod k) , B = (mod k) 

per cui la (4) ci fornirà 

(e) A = BC (mod ft^) ovvero As^-BC (mod fc?) 

da queste ultime formolo si vede che è inutile tener conto della radice k^^-Z della (3). 

Si scorge pure evidentemente che le (a) , (6) e (e) sì escludono tutte Tuna 
coir altra. 

Resta da esaminare il caso di A; = ?, al quale ora ci accingeremo. 

Per questo caso osserviamo che né X nò Z possono essere divisibili per (2); 
dei due fattori nei quali si decompone T uno può essere riguardato impari e Taltro 
pari ; poiché se si avesse contemporaneamente 

A-B = (moda*) , A + B = (mod 2*) 

dove X ^ 4^ fossero maggiori dell* unità, risulterebbero A e B pari contro l'ipotesi; 
allora x ^ 4^ dovrà essere eguale ali* unità, poiché tanto la somma quanto la dif- 
ferenza di due interi impari ò pari. 
Neir espressione 

(A--B)(A + B) 
2 

diamo 9I fattore del numeratore semplicemente pari il divisore 2, 1* altro dovrà con- 

VOL. XIX. 40 - 
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tenere il fattore 2? onde Y sia divisibile per 2', per cui dovremo avere 

(d) A = B (rnod 2?) ovvero As-B (mod 2?) 

dove 9 è necessariamente maggiore di 1, e quindi una di queste relazioni esclude 
l'altra. Queste relazioni sono alTatto simili alle (6) ponendo in queste ultime k =ì. 

Da qui si possono facilmente stabilire le condizioni onde un intiero M divida 
il prodotto XYZ. 

Per ora dai risultati ottenuti non dedurrò che la dimostrazione del teorema 
del quale è parola sul principio della presente nota il quale può essere enuncialo 
nel modo seguente : 

Se tre interi sono tra loro legati dalla (1), il loro prodotto sarà diùsibile 
per 60 (•). 

Supponiamo & = 2,9=2;AeB essentlo impari, ciascuno di essi avrà una 
delle due forme 

im±ì 

e per ciascuno dei quattro casi che risultano dalle due forme di A colle due di B 
sarà sempre verificata una delle (d) e quindi il prodotto XYZ sarà divisibile per 
2^ = 4. 

Sia ora & = 3 , 9 = 1. 

Se nò A né B sono divisibili per 3 nessuna delle (a) sarà da essi verificai, 
ma allora una delle (5) lo sarà necessariamente. Infatti in questo caso tanto A 
quanto B saranno elTettivamcnte di una delle due forme 

3m± 1 

e per ciascuno dei quattro casi risultanti dalle due forme di A combinate coU^ 
due di B, avrà luogo una delle (5) e quindi il prodotto XYZ sarà sempre divi- 
sibile per 3. 

Sia finalmente ft = 5 , 9=1. 

Non essendo soddisfatte le (a) A e B non potranno avere che una delle quat- 
tro forme , 

5m±l , 5m'±2. 



(*) Fu spedita (dal mio Amico il Prof. d'Analisi Algebrica in questa R. Pd^ 
versiU sig. G. B. Marsano) al Giornale predetto una dimostrazione dettagliata di 
questo teorema. Io pure trovai altre due dimostrazioni elementarissime ed estrema- 
mente semplici, solo mi decisi a pubblicare questa perchè, se non m* inganno, ìq essa 
sono contenuti i principii che spiegano la vera natura, e la ragion d'essere del teo- 
rema, qui dedotto come corollario. 
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Se A fosse di una delle due forme S??i + 1 e contemporaneamente B di una 
delle due 5m'±l, ovvero essendo A di una delle due 5/7i±2, fosse B di una delle 
due forme 5??i'±2 allora da A e da B sarebbe verificata una delle (6), e quimli 
Y sarebbe divisibile per 5. Ma nei restanti casi ne le (a) né le (6) sarebbero sod- 
disfatte, ci resta quindi ad esaminare se Z sia divisibile per 5 nei casi cioè che 
avendo A una delle due forme 5/n± l, B fosse di una delle altre due 5m'±2. ov- 
vero reciprocamente A avendo una delle due 5m + 2, B fosse di una delle forme 
5t7i'± 1. In tutti questi casi una delle (e) sarà soddisfatta. Per i prendiamo in- 
fatti il valore 2 che soddisfa alla (3), con A della forma 5m± 1 si avrà 

B( = 2(5m'±2) = 5(2m±l)=Fl, 

è con A della forma 5m±2 sarà 

BC = 2(5m'±l) = 5(2m')±2 

valori che soddisfano sempre ad una delle (e) per cui in questi casi Z fosse <livi- 
sibile per 5 e perciò il prodotto XYZ sarà sempre divisibile per 5. 

Onde il prodotto XYZ che abbiamo dimostrato divisibile per 3, per 4 e per 5 
sarà divisibile per 60. Ciò dovevasi dimostrare. 

Dalle formolo ottenute si potrebbe dedurre che esistono sempre termini primi 
tra loro legati dalla relazione 

X« + T* = Z« 

tali che il loro prodotto non contenga un fattore primo diverso da 2, 3, S, ma 
cioè risulta ad evidenza dal fatto che 

3»4-4* = 5* 
ove si ha 

3 X i X 5 = 60. 

Osservo da ultimo che mentre scegliendo convenientemente A e B potremo ren- 
dere divisibile tanto X quanto Y per un numero primo qualunque eccettuato per 
X, non potremo rendere divisibile Z che per fattori primi della forma irè + l. 

Genova 30 Dicembre 1880. 
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SUI CONNESSI TERNABII DI 2« ORDINE E DI 2» CLASSE 
IN INVOLUZIONE SEMPLICE 



PER 



G. BATTAQLINI, 



Oggetto di questa breve Nota è la discussione di un caso speciale del con- 
nesso di punti e di rette di 5® ordine e di 2" classe. 

I . Essendo r^ e V^ (i = 1 , 2 . 3) le coordinate di un punto Vedi uoa rettu ^ 
rispetto ad una terna fondamentale di rette e di punti, se si pone 

*„ =. S.S,. U,y,,, V,Vj , 9„ = liZj Uij^rs ^i^i , 

(t,J = l,2,3) , U„,,,. = %,„ , (r, 8 = 1, 2. 3), 

l'equazione generale di un connesso ternario (di punti e di rette) di 2** ordine e 
di 2* classe, sarà 

(0?) = 2,2.«„V,V, = S,S.op„t;,t;. = 0. 

Il caso più semplice del connesso si ha quando coincidono tra loro tutte e sei 
le linee di 2** ordine O,.^ , o pure tutte e sei le linee di 2' classe <?,.^ ; poncnJo 
allora 

«„-t/„0, pure 9„ = U„9, 

onde 

r equazione del connesso diverrà (*?) = *? - : in tal caso nel connesso la linea 
di 2' classe corrispondente ad un punto qualunque Y del piano sarà la linea ?, e 
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la linea di 2® ordine corrispondente ad una retta qualunque v del piano sarà la 
linea 0, sicché saranno elcmenii del connesso un punto arbitrario di <b con una 
retta qualunque del piano, ed una retta arbitraria di 9 con un punto qualunque 
del piano. Il connesso si dirà allora in involuzione idenlica. 

Supponiamo ora che tutte le linee <!>;., . pure tutte le linee 9„ , siano in in- 
voluzione semplice {formino una serie semplice di \^ grado (un fascio) di linee di 
2® ordine, una serie semplice di l** grado (una schiera) di linee di 2' classe! ; 
essendo allora (*^ , ^t^), pure (9^ 1 9b), due lineo di 2® ordine, di 2' classe, 
che determinano r involuzione, si dovrà supporre 

*ft = «r. *a + 6rt ** , pUfC 9„ = A„ 9, + B„9b 

sicché ponendo 

<b^ = Z,l,k,,v,v, , <b^^Z,lfi,,v,v, ; 9, = 2,2.a„V,V. , 9. = 2:,2:,6„V,V, , 
onde 

r equazione del connesso diverrà 
(1) (*?) = *« 9a + «6 9b = 0. 

Diremo allora che il connesso è in involuzione semplice. 
Ponendo con 

Aa + B6 = , 

Kb = ^K + 6*6 = , 9,» -. A9^ + B9„ = , 

si vedrà che se il punto V appartiene alla linea O^^ dell'involuzione (0^ , O^). Sa 
linea corrispondente di 2' classe nel connesso (^9) sarà la linea 9** dell* involu- 
zione (9a , 9b), e viceversa se la retta v appartiene alla linea 9*. dell'involuzione 
(9a j 9b), la linea corrispondente di 2^ ordine nel connesso (O9) sarà la linea 0^6 
dell'involuzione (O^,*^); diremo O^^ e 9^ linee corrispondenti (l'una di 2* ordi- 
ne, l'altra di 2* classe) del connesso ; esse sono in dipendenza proiettiva nelle serie 
(*a » *&) » (?A » 9b). ed in questa dipendenza a C>^ corrisponde 9» , ed a C>^ corri- 
sponde 9a. Adunque in un connesso di 2® ordine e di 2' classe (O9) in involu- 
zione semplice, le linee di 2* classe 9 corrispondenti ai diversi punti V del piano 
hanno tulle quattro tangenti comuni, e le linee di 2^ ordine <b corrispondenti 
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aitis diverse rette V del jnano hanno tulle quattro punti comuni ; per tutCi punii 
V aj>i*arlenenlL ad una delle si ha una stessa linea corrispondente cp, e rtce- 
vcrsa per tutte le rette V appartenenti ad una delle 9 si ha una slessa linea or- 
rispondente ; queste linee corrispondenti e 9 sono {nelle serie cui a;jparfert- 
tfonu) in dipendenza proiettiva. 

1*1 r ciascuno dei quattro punti V comuni alle <&, per ciascuna delle quattro 
rette v comuni alle 9, la Imea corrispondente 9 <& è indeterminata. 

Essendo 

le equazioni, in notazione ombrale, di una linea di '2® ordine <t e di una linea di 
2" classe 9, 6 noto che se a <b può appartenere una terna di punti V coniugata 
a 9 (G quindi infinite terne analoghe), ciò che vale lo stesso se a 9 può appar- 
tenere una terna di rette v coniugata a O (e quindi infinite terne analoghe) si aa- 
lujllerà l'invariante espresso simbolicamente da (U,n,4-U2'/2-l-Us'i3)*-(UtA)*, siasi 
avrà tra i coefficienti effettivi \],j ed u,j di ^ e 9 la relazione 2:s Ujyi/.,-,=0; si dice 
allora clie le linee ^ e 9 sono armoniclie fra loro Ciò posto consideriamo nell'in- 
vohi7Jon<i delle 0, e nell'involuzione delle 9, rispettivamente una linea 0^»^' ed 
una lìnea 9a*'b^ che siano armoniche fra loro ; si avrà la condizione 

22 (a%^ + 6'B,.,.) (A"a^. + B"6,,.) = , 
sia 



C?) 



a'A"(Aa)» + a'B"(A6)* -t 6'A" (Ba)» + 6'B" (B6)* = , 



sicché ad ogni linea di 2^ ordine nelF involuzione delle * corrisponde una linea di 
S" classe neir involuzione delle 9 che le è armonica, e viceversa; queste linee ar- 
nioiììcUc corrispondenti <lv^* e 9vv' sono (nelle involuzioni cui appartengono) nella 
dipendenza proiettiva espressa dall'equazione (2). 

Siano nel connesso {^'i)^a%" ^ ?a'b' le linee che corrispondono rispettivamente 
alle linee cp^-o" e O^.^^ ; essendo AV + B'6' = 0, ed AV'-hB"6"^0, potrà supporsi 
tr' ^ W , 6' = -- A' , a" ^ B" , 6 " = - A", con ciò l'equazione (2) prenderà una delle 
forme seguenti : 



a' a" (A6*) - 6' 6" (Ba)* - a' b" (Aa)^ - 6' a" (B6)* , 



m 



A'A" (aB)* - B'B" (6A)* = B'A" (aA)« - A'B" (bB)\ 
Queste equazioni dimostrano che sono in dipendenza proiettiva nella involu- 



Digitized by 



Google 




)( 319 )( 

zlone delle * le ^o^^» e ^a"b"^ ® "^1^* involuzione delle 9 le ©va' e Tav : se in queste 
dipendenze proiettive le 0^,^» e *^''^'. coincidona con la stessa O^^ , e quindi le 
O4V e O4V' coincidono con la stessa f ab , le equazioni (3) daranno le condizioni 

a* (A6)« - 6« (Ba)* = a6 [ (Aa)* - (Bb)*^ ] , 
A'^ (aB)2 - B* (6A)« - AB [ (aA)^ - (6B)^ ] ; 

1 valori di a : 6 e di A : B ricavati da queste equazioni determineranno evidente- 
mente due coppie di linee corrispondenti 0^^ e ^ab nel connesso (<I>?) ciie saranno 
armonicbe fra loro. Adunque nel connesso di '2® ordine e di 2* classe (O9) in in- 
roluzione semplice vi sono due coppie {recdi^ coincidenti, immaginario) di lince 
corrispondenti e 9 die sono armoniche fra loro. 

Le linee «t^.^^ ^ 9a"b*' sono linee corrispondenti nel connesso di 2^ ordine e di 
2* classe, in involuzione semplice, rappresentato dair equazione 

(5) <I>«9a(B6/ - *a9B(Btt)* + 0^9B(Ar/)« - (b,^^ (At)« = , 

e le linee ^a^'b" » 9^^ sono linee corrispondenti nel connesso di 2® ordine e di 
2^^ classe, in involuzione semplice, rappresentato dall'equazione 

(6) *a9i^(Aa)* + *a9B(Ba)« + <bMBb)^ + %^j.ab)^ = : 

per ogni elemento (V , t?), di punto e retta, appartenente al connesso (S) le linee 
9 e 0, alle quali nel connesso (O9) appartengono rispettivamente il punto V e la 
retta v, sono armoniche fra lor j ; e per ogni elemento (V , v), di punto e retta, 
che appartiene al connesso (6) le linee 9 e *, che nel connesso (0^) corrispon- 
dono rispettivamente al punto V ed alla retta v, sono armoniche fra loro. Diremo 
(5) il connesso delle linee arnioniclic di (Os), e (6) il connesso aasociato a \^^). 
Siano (0 . 9g) e {<t>^ > 9 ) le coppie delle linee corrispondenti del connesso 

(*9) armoniche fra loro ; indicando con a :b ed o. : 6 , pure con A : B ed 

A^ : B i due valori di a : b, di A ; B, tratti dalle equazioni (4), si avrà 

B B 

con le condizioni 
CI) AgO^ + B 6^ = , \"b + ^ K-^> 
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ondo 



(8) 



A/;-a A^y + 6k,B,,. 



a,; = A a,,. + B 6,^ 






Ora si sostituiscano nelle formole (1), (2), (3), (4) a tutte le lettere a, 6, A, B 

rispettivamente le a, b, A, B, il che equivale a prendere per linee di 2' ordine e 

di 2' classe che defluiscono le involuzioni delle 0, o delle o, le (^ > ^ ) invece 

a b 

delle (0 , <I> ), le (9 , 9 ) invece delle (9 , 9 ): le nuove equazioni (4) dovendo 

essere allora soddisfatte da b = 0, ed a = 0, pure da A = 0, e B = 0, si avrà 
{Ab)^ = (bA)* = 0, e (Ba)- = (aB)- = 0, e ciò condurrà, per le relazioni (8), con 
le condizioni (Ij, alle equazioni che esprimono essere a : b ed a : 6 , pure 

Ag : B ed A : B , radici delle equazioni (4) ; le nuove equazioni (3) saranno poi 

a'b"(Aa)* - b'a"(Bb)* = . B'A"(aA)« - A'B"(bB)« = , 
e 31 troverà 

(Aa)« = a^ A^ (Aa)« + a^ B^ (A6)* + 6^ A (Ba)* + 6 B^ (B6)« = (a A)* , 

(Bb)^ = a^ A^ (Anr- i a^ B^ (Aò)« + 6^ A^ (Buy + b^ B^ {Bby = (b B)* ] 

sfccliè tenendo presenti le condizioni (7), e le relazioni fra le radici delle equa- 
Kìuni (4) ed i loro coeUlcienti, se si pone 

(Aa)^ + (B6)* = (H/i) , (kay (B6)« - ( A6)* (Ba)» = (Hk) , 
si troverà facilmente 



(Aa)» _ (H^)+ V(H/0^-4(Kfc) _ (aA)« 
iBb)* " (H/t) - V(H/0*-4(Rfc) " (bB)* ' 

Indicando questo rapporto con k = K si avrà dunque 

B" ^ B' 



b^'-'^b 



./ — & ;j 9 A" "" ^ A' * 



w 
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sicché deducendo successivamente ciascuna delle linee 

*a'b' ' *a'V' • • • *a(»)b(«) ^ Ve' ' *a"b" • • • ?a(«) B(«) ' 
dalla precedente con la condizione 

se si suppone fc"=sR" = l. la linea * (n+o ^(«-^i) coinciderà con *g',^, » e la linea 

cp (,^+,^ ^,,^jj coinciderà con 9 ,, ; in tal caso il connesso (*?) si dirà ciclicnmenle 

proieltUo secondo ??, in involuzione di grado n. Adunque se il connesso di 2® or- 
dine e di ?• c/asse («!>?) è i/i involvzioiìe di grado n, pro.iìdcndo una linea qui- 

lanque ^ , , del connesso, nell'involuzione delle 4>, di quesla la linea armonica 
a b 

9 „ „ , nelV involuzione delle 9, di quesla la linea corrispondente „ „ del con- 
nesso^ nell'involuzione delle <^, e cosi per n rol/e di se^/ttf/o, la lineai ^^^^^^ ,^^^j 
coinciderà con la linea 9^,^. ; ed analogamente se si opera incominciando da una 
linea 9 , , del connesso neìl'invoìuzionc delle 9. 

Se n = 1 , nel connesso (*?) ogni linea 4^^ sarà armonica con la sua linea 
corrispondente 9 ; in tal caso, per le equazioni (4) , si avranno le condizioni 

(Af))^=0, (Bn)'=0, (Aa)»=(B6)^ Per /»=•: si avrà poi la condizione (Aa)« + (n/0* 0. 
Le nuove equazioni dei connessi (I), (5), e (6) essendo 

^a'^A-^^b^B.^®' 

(10) 

*3 9^ (Bb)« + *^9B(Aa)* = , *^ 9f,(^^y + \9^(Bb)^ = , 

se si applicano ad essi le nuove equazioni (4). e si osserva che si ha (Ab)^=(bA)^~0, 
(Ba)^ = (aB/*- 0, si vedrà che le linee corrispondenti armoniche fra loro saranno, 
per il secondo di quei connessi, tutte le linee corrispondenti (come del resto e 
chiaro per la definizione di questo connesso), e per il primo ed il terzo saranno 
le stesse coppie {<b^ » 9e) e (^ > ? ) ; inoltre se il primo di quei connessi è ci- 
clicamente proiettivo, Io sarà ancora il terzo, mentre il secondo è evidentemente 
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cìclicamente proiettivo secondo 1. Se si pone la condizione 
(Kt) = (Aa)*(B6)* - (A6)«(Ba)* = , 

il che conduce ad (Aa)* = 0. o pure a (Bb)* = 0, secondo il segno che nella for- 
mola (9) si dà al radicale, le equazioni del secondo e del terzo dei connessi (10; 
si ridurranno a 9. = l^i e ^ 9 =0, o pure ^^ =0, e $ 9 =0, sicché ia 

tal *caso quei connessi saranno in involuzione identica; sarà allora O , o pure * , 

armonica con una qualunque delle 9i e p , pure ? , armonica con una qua- 
lunque delle *. 

Se le due radici nelle equazioni (4) sono eguali fra loro, le due coppie di li- 
nee corrispondenti * e 9, del connesso {^i), armoniche fra loro coincideranno in 
una sola : in tal caso supporremo che con questa coppia coincida la coppia (*I* , f \ 

pure la coppia (*& , 9 ), essendo (*I* , 9 ), pure {<5 , ^ ) , un altra coppia 

qualunque di linee corrispondenti <1> e 9 del connesso ; le nuove equazioni (4) do- 
vranno allora ridursi a b^ ^ , A^ = Oj pure a'=^0, B*-0, onde le condizioni 

(Aa)* == (Bb)* ed (Ab)^ ^ 0, pure (Ba)^ = 0, 

Con ciò le nuove equazioni (3) daranno 



pure 



dalle quali apparisce ehiaramentc che in tal caso il connesso (^9) non può essere 
mai ciclicamente proiettivo* 

2. Cerchiamo nel connesso (*?) le coppie di lince corrispondenti (*^j , fsn) P^^ 
le quali la linea di 2" ordine *^av ^^ riduce ad una coppia di retto, pure h lin^^ 
di 2* classe ^x^a" si riduce ad una coppia di punti (coppie singoiari del connesso) - 
indicando con a , b le ojubre nelle equazioni di <I>^ e ^1)^ in coordinate di rotte, e 
con A , B le ombre nelle equazioni di ©^ e ^b in coordinate di punti» la condizione 
che per le coppie singolari (<^„t , ^ah) si annulli il discriminante di %^t' ^^ ?*"^' 
condurrà air una air altra delle equazioni 



a" a' (Ba)» 
b" b' - (Bbj* 


B' B" (aB)« 
A' A"~(bBj»' 


b" b' (Ab)' 
a" a' ~ (Aa)» 


A' A" (bA)* 
B' B" ~ (aAf ' 



(1) 



^a'b' = fl" (Aa)* + 3a»6'(Ba)» + 3o'(;"(Ab)» + 6" (Bb)» = , 
8a-„- = A">(aA)> + 3A"'B"(fcA)» + 3A"B"«(aB)« + B"»(6B)» ^ 0. 
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Siano a\ : 6^ , a',: b\ , a'3 : b'^ . A", : B", , A", : B\ , k"^ : B", le tre radici 
a' : 6', A" : B", della prima, della seconda, di queste equazioni ; saranno * , . , > 

^ f u i^ t u iG Jiiic® di 2** ordine che nell'involuzione delle * si riducono a cop- 

pie di rette, e <f „ „ ,9 „ „,<?,/ „ le linee di 2* classe che nell'involuzione 



3" 3 



delle 9 si riducono a coppie di punti ; essendo ? , , » ? , , » ? , t ^ <!> „ , , 

•a^Bj A2B2 A 3^ 3 ^l^'l 

* // L// 1 ^ // r// » le linee di 2* classe, di 2® ordine, che ad esse corrispondono 

rispettivamente nel connesso (*9), saranno A', : B'i , A'^ : B'^ , A'3 : B'3 , a'\ : V\ . 
a'\ : b'\ , a", , 6",, le tre radici A' : B' . a" : b" , della prima, della seconda, 
delle equazioni 



(2) 



«VE' = A'«(Bb)« - 3A'*B'(Ab)« + 3A'B'*(Ba)* - B'«(Aa)« = , 



A^.^. = a"«(6B)* - 3a"«6"(aB)* + 3a"6"»(6A)« - 6"«(aA)« = 0. 



Adunque nel connesso (Ocp) di 2^ ordine e di 2' classe, in involuzione sem- 
plice^ i punti V, per i quali la linea corrispondente di 2' classe <p si riduce ad 
una coppia di punti, cosUluiscono una linea di 6® ordine (la locale singolare 
del connesso) decomponibile in tre linee di 2^ ordùie (^ „ , * , „ , * „ ) 

appartenenti all'involuzione delle 0, e tutte quelle coppie di punii coincidono con 
le ire coppie di punti (9 „ „ ^9 „ „ > 9 ,/ „ ) c/ie appartengono all'involuzione 

A |B I A jB I ^ 3^ 3 

delle 9 ; analogamente le rette V, per le quali la linea corrispondente di 2° or- 
dine * si riduce ad una coppia di rette, costituiscono una linea di 6* classe {l'in- 
viluppo singolare del connesso) decomponibile in tre linee di 2* classe (9 , / , 

A^B 4 

9 / f • 9 / , ) apparlenenit all' mvolUJZio)ie delle 9, e tutte quelle coppie dirette 

A jB 2 A 3B 3 

coincidono con le tre coppie di rette (* , . , > ^ , w » ^ , , , ) che appartengono 

air mvolujsioYie delle 4> 

Se la coppia di equazioni A^/^/^O, \^,.f^.,=0, ammette una radice comune a : b, 
anche la coppia di equazioni Sav=0. ^a**b"=0, ammetterà una radice comune A:B, 
legata con la prima dalla relazione Aa+B&=0 ; allora le linee ^^b ^ ?^b , determi- 
nate rispettivamente, nell'involuzione delie $ e nell'involuzione delle <f>, da quelle 
radici comuni a : b, ed A : B, saranno ad un tempo linee singolari, e linee corri- 
spondenti del connesso (<I><p) ; la coppia di linee corrispondenti (^^0 - 9ab) del con- 
nesso, presenterà quindi la doppia singolarità di avere ridotta <t^ab ^^ ^"^ coppia 
di rette, e «pab; ad una coppia di punti : analogamente se quelle coppie di equazioni 
hanno una seconda» anche la terza, radice comune ; in quest' uhimo caso i coef- 
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ficienti dcir equazione del connesso (O9) dovranno soddisfare alle condizioni 

(Aa)^ _ _ (Ba)^ ^ (Ab)» _ _ (Bb)« 
(6B)* ■" (nB)* " (6A)» ~ (aA)* ' 

Indichiamo con W uno qualunque dei quattro punti comuni a tutte le linee di 
2® ordino *, e con v la tangente dì una delle * in quel punto ; con vv una qua- 
lunque delle quattro tangenti comuni a tutte le linee di 2' classe 9, e con Y il 
punto di contatto di una delle 9 [quella die nel connesso (*?) corrisponde a k^)] 
con quella tangente : siano {v\ , \)\ , v\) e (V"| , V'^ , V",) le posizioni di r e di 
V allorché <I> e 9 sono le linee singolari <!>' e 9" del connesso {^i)\ (i"f»«"s.i'V 
e (V'f » V\ , V'3) le posizioni di 1; e di V allorché e 9 sono le linee *" e «j^' che 
nel connesso (*9) corrispondono rispettivamente alle linee <p" e *'. Il jarruppo à\ 
rette (v ,t;', ,x\,v\,v'\ yV^'i.v"^) sarà proiettivo al gruppo di punti (V,T„V'jV,. 
V"| , V\ , V".,) : i valori del parametro a : ò che determinano nel primo gruppo le 
posizioni delle rette {v\ , %\ , v',), delle rette (u", , d''^ , ^"3), rispetto alle tan 
genti V in W alle due lineo di 2® ordine *^ e *^ , sono le radici dell'equazione 
K'b' - 0, A„«y. = ; ed i valori del parametro A : B che determinano nel secondo 
gruppo le posizioni dei punti (V, , V;» ^'s)» dei punti (V'\ , V"» , V'a), rispetto 
ai punti di contatto V di to con le due linee di 2* classe 9^ e 9b , sono le radici 
dell'equazione 5x'b' = 0, 3a-b" = 0. Se <^ è una delle tre lince arm o n ic/ie, pure 
è una delle due linee cquianarmoiìiclic, appartenenti all'involuzione i^af^ù^(^^^^ 
a dire una linea ^ per la quale il gruppo delle rette che congiungono un suo punto 
qualunque con i quattro suoi punti fissi W è un gruppo armonico, o pure è un 
gruppo equianarmonico) la sua tangente v in W determinerà con le tre rette 
(v\ , v\ , l'a) un gruppo armonico, pure un gruppo equianarmonico. e quimli 
(per le note proprietà delle forme binarie cubiche) il parametro a : b che la de- 
termina annullerà il covariante cubico drila forma binaria cubica \a'b' » ® P"'^ *"" 
nullerà il suo Ilessiano ; allora la linea 9, che nel connesso (*9) corrisponde a <^, 
toccherà la retta \v in un punto Y determinato dal parametro A : B che annulla 
il covariante cubico di Svb' , pure annulla il suo Hessiano. Analogamente se ©è 
una delle tre lince arvioniclie, pure è una delle due linee cquimìartiìonirke ap- 
partenenti air involuzione {<pa , 9b) (vale a dire una linea 9 per la quale il gruppi 
dei quattro punti d'incontro di una sua tangente qualunque con le quattro sue tan- 
genti fisse w è un gruppo armonico, pure é un gruppo equianarmonico) il suo 
punto di contatto V con w determinerà con i tre punti (V", , V", , V",) un gruppo 
armonico, pure un gruppo equianarmonico, e quindi (per le note proprietà delle 
forme binarie cubiche) il parametro A : B che lo determina, annullerà W covariante 
cubico della forma binaria cubica 5a-b" , pure annullerà il suo Hessiano ; allora 
la linea *, che nel connesso (O9) corrisponde a :f . avrà per tangente in W una 
rotta V determinata dal parametro a ; b che annulla il covarianie cubico di V*"' 
pure annulla il suo Hessiano. 
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Consideriamo le linee corrispoadenti 0^^ e <p&b del connesso (4>(p) rappresentato 
dalle equazioni 

(3) ^ab = a(Av)' + b(Rv)^ = , (Rab = A(aV)^ f B(6V)* = 0, 

con 

Aa + B6 = 0. 

Ponendo simbolicamente 
AjB, - A3B2 = o, , A3B, - AjBj = O2 , A,B, — AjB, — O3 , 

le equazioni di ^^b ^^ coordinate di rette, e di 9^8 in coordinate di punti saranno 
rispettivamente 

a* (aV)« + 2a6(cY)'^ + 6«(bV)* = , 

(4) 

A2(Av)« + 2AB(Ct;)* + B»(Bv)* = , 

ed eliminando a : 6 ed A : B tra queste equazioni e la terza delle (3) si avrà 
r equazione 

(60) - [(Ai;)»(aV)* + 2(CiO-(oV)* + CBr)*(bV)2] 
(5) 

- 4 [ (Av)* (Bvy - (Cvy (Cv)* ] [ (a V)^ (bV;^ - (oV)* (oVy ] = , 

la quale rappresenta un connesso (69) di 4^ ordine e di 4* classe ; nel connesso 
(60) ad una retta qualunque v del piano, corrisponde una linea di 4^ ordine de- 
componibile in due linee di '2*^ ordine, le quali sono, in coordinate di punti, le due 
linee appartenenti all'involuzione delle 9, che nel connesso (0<p) corrispondono alle 
due linee appartenenti air involuzione delle $ che toccano la retta v ; analogamente 
nel connesso (69) ad un punto qualunque V del piano, corrisponde una linea di 
4° classe decomponibile in due linee di 2^ classe, le quali sono, in coordinate di 
rette, le due linee appartenenti air involuzione delle che nel connesso (O9) corri- 
spondono alle due linee appartenenti airinvoluzione dello 9 che passano pel punto V. 
Le coppie di tangenti condotte da un punto X a tutte le linee di 2** classe che 
nel connesso (<^?) corrispondono ai diversi punti V del piano, sia a tutte le linee 
appartenenti air involuzione delle 9, saranno rette appartenenti ad una coincidenza 
del connesso ; il luogo dei punti di contatto V delle <f con queste coppie di tan- 
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genti 81 otterrà oliuiìuaiìdo A : B fra le equazioni 

A (axvf + B (bxì2)^ ^ , ed A* (Au)* + 2 AB (Cu)* + B* (Br)^ ^ ; 

si perviene così air equazione dì 6** grado in v^ 

(Gj (Av)^ (bxvf (bxv)^ - '2 {Cv)^{axvf^ {bxv)^ -f (BtJÌ*(airo)*(aasD)* — O, 

Similmente le coppie dei punti dMncoiitro di una retta x con tutte le linee di 
2* ordine clje nel conncstìo (.^y) corrispondono alle diverse rette v del piano . o 
sia a tutte le linee appartenenti airinvolo^-irmc delle 4\ saranno punti appfirtenenii 
ad una eohidilciìza del connesso: Finviliippo delie tangenti i; delle *I* in queste 
coppie di punti si otterr;\ eliminando a : b fra le equazioni 

a (AXV)^ + b (BXV)» = , ed a' (aW + 2 ab (cT)* + 6^ (bV)« = 0; 

si perviene così all'equazione di 6^* grado in V^ 

(7) (aV)XBXV)*(BXV)* - 2(oV)»(AXV)*(BXV)* + (bV)»(AXy)*(AXV)^ = 0, 

Se poi sì cerca il luogo del punto V tale che ia retta v che Io congiungc con 
un punto fìsso X costituisca con V un elemento (Vj') ^ippartcncnte alla coinctdtnìzn 
priiivipale dei connesso (0^), insognerà eliminare ft : ò ed A : B fra le equazioni 

a (kv)^ + h (Bu)* = , ed A {axv)^ + B [bxvy ^ , 

e la terza delle (3) j si ottiene cosi l'equazione 

(8) (Ad)* (ffQcy)» + {Bri< (bxvy = , 

che rappresenta una linea di 4*^ ordine con un punto doppio in X* Bimilmentc se 
si cerca l'inviluppo della retta v tale che il suo punto V d'intersezione con una 
retta fìssa x costituisca con v un elemento (V^ti) appartenente alla cohìckiefìZfi 
priìii'ljjale del connesso (4>(p)^ bisognerà eliminnre liiU ed aib fra le liquazioni 

A(aVj* -h B(6V)« - , ed a(AXV)* + b(BXV)* = , 
e la terza delle (3; ; si ottiene cosi I* equazione 

(9) {fi.V)*(AXV)» + (6V)MBX\)^ = « , 

cbe rappresenta una linea dì 4" classe, con una tangente doppia in x. 
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Si può osservare che il luogo dei punti di contatto V delle linee di 2® ordine ap- 
partenenti all'involuzione delle con le tangenti condotte da un punto X è rap- 
presentato dall' equazione di 3** grado nelle v^ 

(kv)^ (Bv) (Bac) - (Bt;)'^(At;) (Ax) = , 

e che l'inviluppo delle tangenti v delle linee di 2* classe appartenenti all'involu- 
zione delle (p nei loro punti d'incontro con una retta se è rappresentato dall'equa- 
zione di 3"^ grado nelle Y^ 

(aY)2 (6V) (6X) - (6V)« (aV) (aX) = 0. 

Finalmente il luogo dei punti Y per i quali passano le linee corrispondenti di 
2*^ classe 9 nel connesso (Of) si ottiene eliminando a : b ed A : B fra le equazioni 

a {kv)^ + b {Bvy = , A' (At;)* -f 2 AB (Cv)* + B^ (Bt;)* = , 

e la terza delle (3), il che dà l'equazione di 6^ grado nelle t;^ 

( 1 0) {kvy {kvy (Avy + 2 (Ar)* {Bv}^ {Cvy + (Bv;* (Bv)* (Svy = 0. 

Similmente l'inviluppo delle rette v che toccano le linee corrispondenti di 2fi or- 
dine 4> nel connesso (0(p) si ottiene eliminando A : B ed a : 6 fra le equazioni 

A (aY)'^ + B (6Y)* = , a» (aY)« f 2 o6 (cY)* + 6^ (b V)« = , 

e la terza delle (3), il che dà l'equazione di 6^ grado nelle Y^ 

(H) (aY)*(aY)«(aY)* + 2 (aY)» (6Y)^ (oY)* + (6V)«(6V)*(bY)* = 0. 
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DINO PADELLETTI. 



Lo scopo, puramente didattico, di questa Nota è di mostrare come si possa 
stabilire le principali formule relative alla Catenaria, giovandosi della considera 
zione del Tonografo o curva rappresentativa delle tensioni, che nel caso della Ca 
tenaria si riduce a una retta verticale. 

Sia a una curva funicolare, M M' due suoi punti infinitamente vicini, ds=MM'i 
suo elemento lineare, e dm = -^ds la massa di questo elemento : la forza che sol 
lecita l'elemento MM' sia Fd»i, cioè sia F questa forza riferita ali* unità di massa 
Considerando la curva a come un poligono di un numero infinito di lati infinita 
mente piccoli, si vede che le tensioni T e T + dT lungo due lati consecutivi d 
questo poligono adiacenti al punto M, cioè secondo due tangenti consecutive del 
la curva e la forza Fdin che agisce in M si devon fare equilibrio, quando si 
immaginano applicate a uno stesso punto libero, ossia T, T + dT, - Vdni devow 
essere equipollenti (eguali e parallele) ai lati di un triaUi^olo. So dunque da ui 
punto arbitrario si conducono due raggi vettori ON Ui\' equipollenti alle ten 
sioni consecutive T e T + (iT, il segmento M' deve essere eguale parallelo, e d 
senso opposto a Fdni. Se al punto M della funicolare a facciamo corrisponder 
con questa legge il punto N, quando il punto M si muove percorrendo la curva a 
il punto N si muove percorrendo un'altra curva 3, alla quale ho in questo stess 
Giornale (*) dato il nome di Tonografo (tc-vo; tensione e 7pa?io descrivo). I rag{ 
vettori che uniscono i punti del Tonoj^rafo al suo polo sono per definizione equ 
poUenti alle tensioni T della funicolare nei punti corrispondenti : inoltre, per e 
che precede, le tangenti nei punti del Tonografo sono parallele alle forze F d 
agiscono nei punti corrispondenti della funicolare, ed essendo cfci' l'arco eleraentai 
del Tonografo si ha 

ds' = -Fdm= -F^ds. 



(•) Voi. XIV pag. 38. 
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■ ^ La Catenaria csscn !o la curva di equilibrio di un filo pesante 

I / ^ omogeneo, si ha che F 6 T accelerazione g delia gravità e chela 

densità -y e eguale a una costante che potremo anche porre = 1. 
La tangente del Tonpgrafo dovendo esser parallela alla direzione 
della gravità, il Tonografo si riduce a una retta verticale e le ten- 
sioni T nei diversi punti della Catenaria son rappresentate in 
grandezza e direzione dalle rette che uniscono un punto ai pun- 
ti N N' di questa verticale. 

La considerazione della figura mostra subito 

1^ che la Catenaria è una curva piana in un piano verticale. 

2^ che la componente orizzontale della tensione T è costante, e quindi eguale 

alla tensione T^ in quel punto Mo delia Catenaria, in cui la tangente è orizzontale. 

f~ Il punto centrale Nq del Tonografo corrisponde al punto più basso M^ della 

Catenaria. 
Se N N' son due punti infinitamente vicini del Tonografo, si ha in valore as- 
soluto NN' = gfcfo, e quindi, essendo s l'arco compreso fra il punto M della Cate- 
naria e il punto più basso Mo , risulta NqN = gs. Chiamando a Y angolo che la tan- 
gente nel punto M della curva fa con la verticale è ONN^^a e il triangolo ONN^ 
dà le formule 




(1) 



T» = T.* + ff*8- 



(2) 



To = Tsena 



(3) flfs = T cos a 

(4> To-flfs.tga. 

Prendendo il piano della curva per piano XZ e Tasse Z verticale e diretto in 



alto 

da cui 

(5) 



cosdt = 



ds 



dx ^ (tx 

sena =-7- tga = -7^ 

ds ^ dz 



«, ^ dx 



(6) 
0) 



d8 



TOL. SIX. 



42 
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Se da N abbassiamo NP perpendicolare su ON', il triangolo ONP può riguar- 
darsi come isoscele, quando non consideriamo gli inQnitamente piccoli di ordine su- 
periore al primo : nel triangolo rettangolo OM' si ha cosi TN' = ciT NN' = gds 
da cui 



e integrando 



di = gds cosa -gdz 



T = j7z + C. 



Indicando con z^ la ordinata del punto più basso Ho della curva, la costante 
C ò determinata dalla relazione 

To=ffJZo + C 

T 

e si può ridurre a zero prendendo 2^=— , cioè trasportando Tasse X parallela- 

T 

mente a sé stessa a una distanza — sotto il punto più basso. 

Si ha allora 
(8) T = ff2 

e sostituendo questo valore nella formula precedente si ottiene 



(9) 
(IO) 
(11) 



-, dx 



S = < 



dz_ 

ds ' 



Nel triangolo ONP, il lato NP può considerarsi come un archetto circolare o 
quindi =Tcf£, ove dz è T angolo NON', cioè l'angolo di contingenza della Catena- 
ria. Il triangolo NPF dà 

T 

Tde = sfcÌ8sena = flfds-=2 

da cui, indicando con p il raggio di curvatura della Catenaria 
(12) T» = (;Top. 
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Rimane a trovar T equazione della curva : derivando rispetto a ac la relazione 
0) si ha 

^ c/a;» ~^ dee 

ds 
e sostituendo a — il suo valore tratto dalla (10) 



dx 






ove si è posto c= ^. 



Quest'equazione lineare di tipo notissimo si integra immediatamente e dà 

z = Ae^' + Be-^* 
da cui 

^ = c(Ae^^-Be-"). 

Le costanti arbitrarie A B si determinano , osservando che nel punto più 
basso W è 

n Trt 1 dz ^ 

9 e dx 



il che dà 



e r equazione cercata è 



^ = «=2-c 



03) z = l(e« + c-«). 



Se la densità y non è costante in ogni punto M del filo, ma è funzione del- 
l'arco s che separa il punto M dal punto più basso M^ , la determinazione dell'equa- 
zione della Funicolare si può ricondurre alle quadrature. 

Ponendo per brevità 1 y (is = S, alle formule (1) (5) (6) (1) subentrano eviden- 
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i 

(14) T* = V + (/*S» ■ 



temenlo ie 



(15) To = T ^ 

(16) flS = T ^ 



(") ffS=T,^ 



(iX ^ 

é 

V 



(18) T» = ffYTop. 

Dalle tre prime si ha 



(19) dx- "^"^^ 



(20) dz = .M^. 

i v'V + aV 

Con due quadrature si hanno x e z in funzione di s, ed eliminando s fra le 
equazioni cosi ottenute si ha l'equazione delia funicolare. 

Novembre 1881. 
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SUI PRINCIPIIDEL CALCOLO INTEGRALE 

PBB 

VITO VOLTERRA 

Allievo della R. Scuola Normale Superiore di Pisa. 



Riemann nella sua meraoria Veber die Darslellbarkeil einer Funclion durch 
eine trigonomelrische Reihe (*) ha introdotto il concetto di integrale definito di 
una funzione che si mantiene sempre finita neirintervallo di integrazione defluen- 
dolo come il limite (quando esiste) della somma dei prodotti di ciascuno degli 
intervalli in cui viene diviso Vintervallo totale d'integrazione rispeltivamente mol- 
tiplicato per tino dei valori che assume la funzione nelVinlervallo stesso^ quando 
questi intervalli decrescono insieme indefinitamente. 

Nella stessa memoria Riemann enuncia la condizione necessaria e suOIciente 
per la possibilità della integrazione di una funzione defluita in questo senso. Rie- 
mann ritornò poi con maggiori sviluppi su questo concetto nelle sue lezioni sulle 
equazioni differenziali (**). 

Il Chiar. prof. Di ni (***) dà una dimostrazione completa del teorema di Rie- 
mann dopo avere alquanto estesa la deflnizione di integrale definito. 

Partendo dal concetto di Riemann e considerando un integrale definito come 
funzione del suo limite superiore , esso risulta continuo ed ammette per derivata 
in tutti i punti di continuità della funzione che si integra, la funzione stessa; nei 
punti di discontinuità ordinaria a destra (o a sinistra) possiede una derivata a de- 
stra (o a sinistra) eguale al limite dei valori a destra (o a sinistra) della funzione 
che si integra; in un punto di discontinuità di seconda specie può l'integrale non 



(•) Riemann. Gesammelte Matematische Werke a. 225. 

(**) Yeàì Partielle Differentiaìgleichungen von Bernhard Rieaiann, herausge- 
geben von K. Hattendorff-s. 5. 

(***) D 1 n i. Fondamenti per la teorica delle funzioni di variabili reali pag. 232 
e seguenti. 
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avere li derivata ; in ogni caso i suoi estremi oscillalori destri e sinistri (*) sono 
rispettivamente compresi fra i limiti superiore e inferiore destri e i limiti supe- 
riore e inferiore sinistri della funzione che si integra in quel punto (**). 

Reciprocamente si può dimostrare che se una funzione continua ammette una 
derivata a destra o a sinistra o una derivata ordinaria atte alla integrazione (nel 
concetto di Riemann), gli integrali definiti di queste funzioni fra dati limiti sono 
eguali alle differenze fra i valori della funzione primitiva ai limiti dell'integrale, e 
più generalmente si ha che, se uno dei quattro estremi oscillatori di una funzione 
continua è atto alla integrazione in un certo intervallo, in questo stesso intervallo 
sono pure atti alla integrazione gli altri tre estremi oscillatori ed il loro integrale 
fra dati limiti è la differenza dei valori della funzione primitiva in questi limiti stessi. 

Cosi la definizione introdotta da Riemann di integrale definito in molti casi 
(quello, per esempio, in cui la funzione sotto il segno è continua) comprende la de- 
finizione ordinaria di integrale che viene data dai trattati (***) e ne dimostra rigo- 
rosamente la esistenza. Il Chiar. prof. Dini (♦***) solleva il dubbio che in alcuni 
casi possa la definizione ordinaria di integrale non rientrare in quella di Riemann, 
cioè vi siano delle funzioni le cui derivate non sono atte alla integrazione. 

Mi propongo di dare alcuni esempi di tali funzioni, come pure una dimostra- 
zione del teorema di Riemann, alcune conseguenze che possono dedursi da questa 
dimostrazione e T applicazione di essa alla dimostrazione dell* esistenza in alcuni 
casi degli integrali delle equazioni difTerenziali ordinarie. 

I. 

Neir intervallo (0, 1) può costruirsi un gruppo di^punti P di seconda specie i 
quali godono della proprietà che non si possono rinchiudere in un numero finito 
di intervalli di cui la somma sia tanto piccola quanto si vuole, tale però che nel- 
r interno di ogni intervallo entro a quello totale (0, 1) esista un nuovo intervallo 
in cui mancano punti del gruppo (•••**). 

Costruiamo nell* intervallo (ab) una funzione che indicheremo con 

/•(x , a , b) 



(*) Dini op. cit. pag. 190. 

(**) Per limite superiore destro di una funzione in un punto si intende il limite 
(che esiste sempre) dei limHi superiori dei valori della funzione negli intorni a destra 
del punto quando si fanno indefinitamente impiccolire questi intorni. Analogamente si 
definiscono il limite inferiore destro ed i due lìmiti di sinistra. 

'(***) ^'edi ad esempio Serret. Cours de Càlcul di/férentiel et integrai T. 2, p. 2. 

(♦*•♦) Vedi Dini op. cit. png. 276. 

(•••**) Vedi la mia nota: Alcune osservazioni sulle funzioni punteggiate disconti- 
nue. Giornale di Matematica diretto dal Prof. G. Battaglini. Voi. XIX, pag. 76. 
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la quale goda delle seguenti proprietà : 1® in a e ò sia zero ; 2^* sia deflnita dalla 
espressione 

1 



A - (x — a)' sen 



x-a 



dal punto a fino al punto x^ a destra di a corrispondente al massimo della fun- 
zione situato a sinistra del punto dì mezzo e deir intervallo (ab) più vicino a questo 
punto ; 3^ sia definita dalla es[)ressione 

B = (6 - xY sen 



b-x 



dal punto b fino al punto 0^2 ^ sinistra di b corrispondente ai massimo della fun- 
zione a destra del punto e e più vicino a questo punto ; 4^ dal punto x, al punto x^ 
sia costante ed eguale al valore comune che hanno le espressioni A e B rispetti- 
vamente per i valori aj, e x^ della x. La funzione f{x^a . b) sarà una funzione 
finita , inferiore a (b - a)-, continua e che avrà in tutti i punti dell'intervallo {ah) 
una derivata determinata finita e inferiore sempre a 2(b--a)-i-l (eguale a agli 
estremi) ; soltanto questa derivata nei punti a^h avrà una discontinuità di seconda 
specie perchè in vicinanza di questi punti essa assume valori prossimi a + 1 e a 
— 1 quanto si vuole. 

É facile poi scorgere che in un punto qualunque m dall' intervallo {ah) la fun- 
zione ha un valore inferiore ai due numeri (»i - a)- , {m - b)*. 

Ciò premesso costruiamo nell'intervallo (0,1) una funzione 9(0?) la quale sia 
zero in tutti i punti del gruppo e nei suoi punti limiti ; preso poi un punto qua- 
lunque che non appartiene al gruppo nò è suo punto hmite e determinato il mas- 
simo intorno di esso {ah) in cui non esistono punti del gruppo, in questo inter. 
vallo {ah) prendiamo la funzione 9(ac) come data da f{x ^ a j h). 

Avremo cosi definito in tutti i punti la 9(x), la quale resulterà finita, infe- 
riore a 1 e continua in tutto Tintervallo (0, 1) ; di più avrà la derivata in tutti ì 
punti. Che esista la derivata nei punti che non sono del gruppo né sono suoi punti 
limiti è evidente ; nei punti del gruppo e nei punti limiti la derivata è zero. Infatti 
preso un punto del gruppo un punto limite m qualunque avremo : 

9 (m 4- 7i) - 9(m) _ 9 (m 4 h) 
Ti S • 

Ma 9 (m -f h) non può superare h^ quindi in valore assoluto avremo : 

9(m -h h) ^ 9(m) ^ 
II 
e 



r 
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Ora abbiamo dimostrato che nelF interno di un intervallo arbitrario entro (0,1) 
esiste sempre un altro intervallo in cui mancano punti del gruppo P, quindi in in- 
forni arbitrariamente piccoli di un punto di questo griippo o di un suo punto li- 
mite ne esistono di quelli in cui la 9(x) ha la derivata vicina a +1 o a — I quanto 
si vuole. La derivata della ^(x) è dunqne una funzione discontinua in tutti i punti 
del gruppo P e nei s\}oì punti limiti, ed i suoi salti in questi punti sono eguali a I, 
quindi, poiché i punti del gruppo P non sono rinchiudibìli in intervalli in numero 
finito di cui la somma sia arbitrariamente piccola, essa derivata non è atta alla 
integrazione. 

La funzione cp (x) che abbiamo ora costruita gode della proprietà che preso un 
intervallo arbitrario entro (0,1) in esso se ne può costruire un altro nel quale la 
derivata è atta alla integrazione. Vediamo ora di costruire un'altra funzione di cui 
la derivata non sia atta alla integrazione in nessuna porzione delF intervallo (0,1). 

La funzione 



<»-)^(H^) 



definita fra a e 6 sarà sempre finita, inferiore in valore assoluto a (6— o), con- 
tinua e avrà in tutti i punti la derivata determinata finita , inferiore a 3 (6 — o) e 
non atta alla integrazione in tutto Fintervallo (ab), perchè in un gruppo di punti 
non rinchiudibili in intervalli di cui la somma è arbitrariamente piccola, che chiame- 
remo P^^Q, essa é discontinua e fa dei salti eguali a 1. Formiamo ora una funzione 
9,(0;) nell'intervallo (0 , 1) eguale a in tutti i punti del gruppo P e nei suoi punti 
limiti ; preso poi un punto in arbitrario che non appartenga al gruppo né ai suoi 
punti limiti e costruito il massimo intorno (ab) di esso che non contiene punti del 
gruppo P, in questo intervallo sia la (^i(x) definita dalla espressione 



<'-«>'(?5-:)- 



Sia P| r insieme di tutti i punti del gruppo P e dei gruppi P^^ che cosi si 
vengono a ottenere. Formiamo una nuova funzione 92 (®) eguale a zero nei punti 
del gruppo P, e nei suoi punti limiti ; preso poi un punto m non appartenente al 
gruppo, né suo punto limite e costruito il massimo intorno (a, 6,) non avente punti 
del gruppo P, , in questo intorno la (f^i^) sia definita dalla espressione 



('•■-".)'(i^.)- 



cosi analogamente si costruiscano le funzioni 93(03) , 9i(x) • . . 9,1(0?) mediante 
gruppi di punti P, P3 • . . P„ ottenuti analogamente a P,. È facile riconoscere che 
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in ogni intervallo superiore a ^^ esistono sempre dei punti del gruppo P„ e nel- 

r interno di ogni intervallo si possono costruire altri intervalli in cui mancano punti 
dei gruppo stesso. 

Ciò premesso si costruisca la serie : 

Essa sarà convergente in egual grado in tutto l'intervallo (0,1), di più la serie 
delle derivate 

essendt) essa pure convergente in egual grado, avremo che la ^(x) sarà una fun- 
zione finita e continua la quale avrà in tutti i punti una derivata determinata e 
finita che sarà la serie delle derivate dei termini (*). Dimostriamo che la ^''(a;) in 
qualunque porzione dell* intervallo (0,1) non è atta alla integrazione. Sia infatti 

\ 
(a . p) un intervallo qualunque entro (0,1), se esso è maggiore di ^^^^ dovrà tro- 
varsi entro di esso più di un punto del gruppo P^ , e quindi un intervallo (ed) in 
cui mancano punti del gruppo P^ , ma tale che e e d siano punti di questo gruppo 
suoi punti limiti. 

Nell'intervallo (ed) le funzioni ?', 9'f • • . ?'«-< sono continue, mentre la 9'^ non 
è atta alla integrazione perchè nel gruppo di punti P^^ è discontinua e fa dei salti 
eguali a 1. Ne segue che nello stesso intervallo, e quindi in (a^), la '^'{x) non è 
atta alla integrazione perchè i salti della somma 



" <9'mi^) 



z 

n+1 



3*^ 



\m 



sono certamente inferiori a ^^^ e quindi inferiori ai salti della funzione 

32» • 



(♦) Vedi Dini op. cit p. 115. 

VCL. XIX. 43 
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li. 



Se f(x) è una funzione finita qualunque data nelV intervallo (Xo^i) esistono 
(per {e h, I b^, ... 9 h^ tendenti arbitrariamente allo zero) i limiti delle lomme 

h,L, + h,L2+ +h«L„ 

hj, H-h,I, + +KK> 

quando h4 + h2 + ... -fh„ = x< — Xq e Lp e Ip sono rispettivamente i limiti stipe- 
riore e inferiore di t{x)nelV intervallo hp {gli estremi inclusi). 

Infatti ammettiamo Xj > ce,, ; costruiamo due diverse divisioni (/i ,/i^ . . . ft^) , 
(/i/ , ftV . . . /i,„') dell'intervallo (a?o CC|). 

Chiamiamo T^'i^i , h\^^ . . . h't+p tutti quegli intervalli situati internamente al- 
l' intervallo h^ , avremo 

f^'t+i I^'n-i + f^'t+t J^'i+i + • • • + A'i4.p I^'f+p <_''r I-r 5 

quindi poiché gli intervalli h' che contendono (gli estremi esclusi) estremi degli 
intervalli hi h^ . - . h^ sono certo in numero minore di n, ed in essi 1* oscillazione 
della f(x) è inferiore a 2M, (M essendo il limite superiore dei valori assoluti della 
f(x) neir intervallo (ajoflCi)), avremo se le h' sono tutte inferiori a 8 

Lp essendo il limite superiore della f{x) neir intervallo ^p'. Ciò prova che il 

lim(/i| L, + /liLj + . . . + A» LJ 

comunque impiccoliscano le /;, Tì^t ••• ^n ^ il limite inferiore dei valori che assume 
la somma 

h,U + h^l^ + + h^L^ 

per tutti i valori possibili Ai h^ ^ h^ ... h^; perchè se questo limite inferiore è A» 
avremo che dovrà esistere qualunque sia il numero positivo o una speciale divisione 
^1 ^1 ••• ^11 dell'intervallo {x^Xi) per cui si ha 

0< htl^ + h^U-ì- + h^L^'^k<l 
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e quindi per 8 inferiore a .— jj, se /?,' , h^ ... 7^^' sono comunque, purché inferiori 
a S, avremo 

0<^'L,' + VV+ + VL„'-A<o. 

Analogamente si prova che 

\\m{h^l^-\-h^l^ + + K ^fi) 

esiste ed è il limite superiore dei valori che assume la somma 

^1 li + h« It + + ^ l* 



*»• 



per tutti i valori possibili di /i, , 7^ ... /i„ 

Se Xf < Xo gli intervalli h^h^.^.h^ vanno presi negativi ; in tal caso il limite 
della somma 

;ìiL| + /ì,L, + +^«t» 

esiste ed è il limite inferiore dei valori della stessa somma per tutti i valori delle 

^1 ^ — V 

11 limite della somma 

è invece il limite superiore dei valori della somma stessa. 
Ciò prova subito che se 

7^4(L.-t,)+7i,(L,-y + ... + ^„(L„-I„) = 7^4 Di + h^ D, + ... + /^n D^ . 

D, , D^ ... D„ essendo le oscillazioni della f{x) negli iiltervalli hih^.-.h^^^ tende a 
zero coir impiccolire delle h in un certo modo, tende pure a zero in qualunque altro 
modo si facciano impiccoUre le /t e si ha 

iim {h^\j^ + ^a L, + + ^«n I-n) = 

Ym{Ji,l, +^,Ij+ ^-Kk) = 

\\m(jij, +7^2/;+ + ^fl/k), 

fp essendo un valore compreso fra il limite superiore e il limite inferiore (gli estre- 
mi inclusi), di f{x) neir intervallo Tip. 

SI è cosi ritrovata la condizione necessaria e sufficiente perchè una funzione 
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sia atta alla integrazione secondo il concetto dlRiemann (*). Tediamo di dedurre 
dalla dimostrazione data alcune conseguenze. 

Si è visto, come da una funzione qualunque si può dedurre (moltiplicando ri- 
spettivamente i limiti superiori ed inferiori, che essa ha negli intervalli nei quali 
è divìso r intervallo totale in cui è definita, per gli intervalli stessi e passando al 
lìmite coir impiccolire insieme questi intervalli) due quantità le quali si riducono, 
quando la funzione è atta all'integrazione, all'integrale definito. Queste quantità 
godono di alcune proprietà analoghe a quelle degli integrali ordinari. Per brevità 
indicheremo con 






[n^)\dx 









:^- 






l 



quella che si ottiene considerando i limiti superiori e con 

f '[nx)]dx 



quella che si ottiene considerando i limiti inferiori della funzione f(x) definita nel- 
l*intervallo (ccoX»), e chiameremo la prima integrale superiore, la seconda integrale 
inferiore. 

Siano Ap e Xp respettivamente i limiti superiore e inferiore dei valori della 
f(x) nell'intervallo hp (gli estremi ora esclusi) avremo: 

/ijAi + /^Aj + . . . + /ijjAu <^Jji + ^jlt -h • • • + ^iil'« 

hi^i + Mi + • • . + h^^^>_h^^J^' + VW + . . . + h^ljj - 2n6M 

^1^1 + /^i^i + . . . + /^«Xji >Jl^ l, + /?^ 't 4- - . . + /i,i /« 

hi\ + Vj + . . . + ^A ±^X + ^tV + . . . + ft„V + 2n6M. 
il che prova che 

lim(Mi + Mi + + Mi*) = / I'[/(a5)]da? 

lim {h^\ + h^-k^ + + h^\^) = r* l [f(x)] (te, 

per le 7^1 , 7^ ... h^ tendenti ciascuna indefinitamente allo zero. 



O Dini op. cit. pag. 241. 



Digitized by 



Google 



)( 341 )( 
E facile dimostrare le formule 



f'inx)]<kD=-j [fix)]dx 

r* [r(x)](/x= f*inx)]dx+f' [f{x)]dx 

r* [fix) ìdx = r'[nx)]dx+f*[ f(x) ] dx 
j '[Cfix)]das = cl '[nx)]dx 

^ X^ J X^ 



r 



[f{x)]dxlp[v(x)]dx 



r [f{x)+^(x)]dx^r'[f{x)]dx+ri^(x)]dx, 

essendo respettivamente x^ una quantità compresa fra x^ ^ x^^ C una costante, 
9 (a;) una funzione definita fra x^ e x^ maggiore in tutti i punti alla /*(x) e (p(x) 
una funzione arbitraria definita nell* intervallo (cCoO?,); nello due ultime formule ya 
preso il primo o il secondo segno di diseguaglianza secondo che Xi è maggiore 
minore di x^. 

Se si aggiunge alla funzione /"(ce) una funzione di infegrrale nullo le due quan» 

tità / [/'(x)]dx , 1 [/'(aj)]dx non cambiano. 

In particolare non cambiano mutando i Yalori della f{^) in un numero finito 
di punti in un gruppo di prima specie. 

Da una delle formule scritte precedentemente si deduce se x^ > Xo 

M (aj, - a?o) ^r lf(x)]dx > fi f(x) ] dx > m (oji - Xq) 
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M e m essendo respettivamente ì limiti superiore e inferiore di f(x) nell'inter- 
vallo (XoflCi). 

E facile inoltre dimostrare il teorema: 

Se f(x) è una funzione finita definita nelV intervallo (ag), x^ e x^ sono valori 
compresi in questo intervallo ^ le due espressioni 

1^ ' f'''[f(x))dx , r'[f(x)]dx, 

K ■'^0 Ilo 

|j^ considerate come funzioni di x, sono funzioni continue che hanno in ogni pnnlo 

^-^ gli estremi oscillatori destri e sinistri respettivamente compresi fra i limiti supc- 

^^ riore e inferiore destri e sinistri di f(x) in quel punto, quando si prende per 

1/ definizione : 



^i- 



t. 






li'-. 

p Abbiamo infatti (M' e m' essendo respettivamente i limiti saperiore e inferiore 

W\ nell'intervallo (flCiOc/) interno ad (a^), dei valori della f(x)) se 0Ci'>a5j 



M'(a,' -ac,) >, / ' [ /"(x) 1 (te - ( * [/"(aj) ] (te > m'(x/ - a;,) 



i^ e se a?,' < », 



M'(a?/-flD4)< [ '[f(x)]dX'l *[/'(aj)]cte <^m'(ac/-x,); 
quindi in ogni caso 

rm)]dx-f'[f{x)]dx 
M' > — ^ } > m' 

il che prova quanto si voleva dimostrare. 

Se ne deduce che se in un punto la f{x) è continua a destra o a sinistra o 

da tutte due le parti, in quel punto le due funzioni I [f{x)]dx, j [f(xì]dsii 
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ammettono una derivata a destra o a sinistra o ordinaria eguale al limite dei va- 
lori della funziono a destra o a sinistra, o al limite comune dei valori della fun- 
zione a destra e a sinistra di quel punto . 

Avremo dunque che se uaa funzione punteggiata discontinua non è atta alla 
integrazione si possono sempre trovare delle funzioni (delle quali quelle che assu- 
mono un dato valore in un punto dato, sono in numero infinito) che godono ri- 
spetto alla funzione data di una proprietà analoga a quella che possiede per le fun- 
zioni atte alla integrazione 1* integrale ordinario, cioè di avere per derivate nei punti 
di continuità i yalori che ha la punteggiata discontinua in quei punti. 

A questo riguardo si può enunciare il teorema: 

Se una funzione lia delle discontinuità in un gruppo di punti erUro un dato 
intervallo, esiste sempre una funzione che ha per derivata la funzione data in 
tutti i punti delV intervallo f esclusi quelli appartenenti al gruppo e i punii limiti 
del medesimo ; {a condizione necessaria e sufficiente affinchè questa funzione sia 
unica, quando viene deflnit& in un punto, è che i punti del gruppo siano rin • 
chiudibili in intervalli arbitrariamente piccoli o anche , se la derivata di una 
funzione si conosce in tulli i punti di un intervallo, esclusi quelli appartenenti 
ad un gruppo di punti e ai suoi punti limiti, la condizione necessaria e suffi- 
ciente affinchè si possa determinare la funzione primitiva (conoscendone il va- 
lore in un punto) è che il gruppo sia rinchiudibile in intervalli arbitrariamente 
piccoli. 

Infatti se il gruppo è rinchiudibile in intervalli arbitrariamente piccoli e se 
due funzioni F^x) e F^{x) hanno per derivata la funzione data, la loro differenza 

F(x)^¥,(x) 

ha gli estremi oscillatori funzioni atte alla integrazione e di integrale nullo. 

Se il gruppo non è rinchiudibile in intervalli arbitrariamente piccoli, aggiun- 
gendo alla f(x) la 9(x) funzione a.\ente in tutti i punti del gruppo valori finiti di- 
scosti dallo zero più di una quantità finita maggiore della massima oscillazione della 
f{x)j e avente il valore zero in tutti gli altri punti, si otterrà la f{x)-\-(f{x) fun- 
zione non atta alla integrazione e tale che A essendo una costante arbitraria 



A+ l[f(x) + 9ix)]dx 



A+ r [/'(a5) + ?(a»)]da; 

saranno funzioni di x, aventi per derivata nei punti di continuità della f{x) (esclusi 
i punti limiti del gruppo) la /"(x) stessa. 
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Mediante i teoremi ora enunciati si vede come è possibile costruire con facilità 
degli esempi di funzioni le quali hanno in ogni porzione dell' intervallo in cui sono 
definite dei tratti d'invariabilità senza essere sempre costanti. Se infatti definiamo 
una funzione f{x) in un intervallo (ag) in modo che sia eguale ad una costante 
diversa da zero in tutti i punti e nei punti limiti di un gruppo non rinchiudibile 
in un numero finito d'intervalli di cui la somma è arbitrariamente piccola, ed eguale 
a zero in tutti i punti rimanenti (*), una delle funzioni di x^ 



j [fix)] 

a 

I Ifix)] 



dx 



dx 



per coi compresa fra a e p f,odrà della proprietà di avere in ogni porzione dell'in- 
tervallo (ag) dei tratti di invariabilità enza essere costante in tutto l'intervallo (ap). 

Passiamo a considerare gli integrali superiori e inferiori degli estremi oscil- 
latori di funzioni continue. Abbiamo i teoremi : 

I quattro estremi oscillatori di una funzione hanno gli stessi integrali supe- 
riori e inferiori. 

Infatti in ogni intervallo arbitrario in cui sono definiti i quattro estremi oscil- 
latori di una funzione essi hanno uno stesso limite superiore ed uno stesso limite 
inferiore (**). 

Se una funzione continua f (x) definita fra x© e x^ per x = Xo assume il va- 
lore C e X(x) è uno dei suoi estremi oscillatori si ha se X| > x^ 



C+ 1 [\(x)]dx< f{x,)< C-I- [X(x)]cte, 



e se aj| < Xo 



G+ r'\X(x)]dx > f{xO>0'\- I [X(aj)](to. 
Infatti dividiamo l'intervallo {x^x^) negli altri h^ h^ ... h^; avremo se x,>a5o 



(♦) Ho considerata una di tali funzioni nella mia nota già citata. 
(••) Vedi Dini op. cit. pag. 194. 
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Lp 6 {p 8ono respettiyamente il limite superiore ed inferiore di X(a;) nell'intervallo hp 

Lph^>f («0 + ^ ^) - f (a^o + ^\' Ar) > lp hp 
quindi 

C + f L,;^ > f(a5,) >_c + 2 1^;^^ , 

per conseguenza andando al limite per le ^^ tendenti insieme allo zero si trova 
la prima relazione che dovevamo dimostrare. 

Analogamente si ha la seconda. 

Se una funzione è integrale superiore o inferiore di un'altra^ essa è anche 
respetiivamenle integrale superiore o inferiore dei suoi quattro estremi oscillatori. 

Infatti sia f{x) -= I [({(x)]dx e Xi>Xq; avremo che in ogni punto uno 
■' x^ 

degli estremi oscillatori destri X(a7) di f{x) sarà compreso fra il limite superiore 
e il limite inferiore destro di 9 (x) ; poiché dunque il limite superiore dei limiti 
superiori destri di una funzione in un certo intervallo (gli estremi esclusi) è mi- 
nore del limite superiore dei valori che ha la funzione neir intervallo (gli estremi 
esclusi no), cosi per alcune proprietà sopra enunciate dovrà essere : 






{x)]dx< f(Xt). 



Ha abbiamo trovato 



dunque 



f\\{x)]dx>^f{x,) 



Analogamente si dimostrerebbe la proprietà simile per gli integrali inferiori. 

Da questo teorema si deduce subito che gli integrali superiore inferiore di 
una funzione qualunque sono respetlivamente eguali all' integrale superiore dei 
limili superiori destri sinistri e alV integrale inferiore dei limiti inferiori destri 
sinistri della funzione in ogni punto delV intervallo. 

VCL. iix. 44 
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Abbiamo poi gli altri teoremi : 

Il massimo estremo oscillatorio destro o sinistro di cui una funzione pud es^ 
sere integrale superiore è il proprio estremo oscillatorio superiore destro o sinistro. 
Infatti se 

F(Xt)= f'[Hx)]dx 

X(x) essendo estremo oscillatorio superiore destro o sinistro di f(x) si ha per un 
teorema precedentemente dimostrato : 

in cui va preso il segno superiore o inferiore secondo che x^ è maggiore o mi- 
nore di 053, r intervallo (Xjflc,) essendo interno all'altro (x^Xi), quindi: 

Xf — Xj 1=. X^ — OC3 

il che prova il teorema. 

Analogamente si dimostra che : il minimo eslremo oscillalorio destro siai- 
Siro di cui una funzione può essere integrale inferiore è il proprio estremo oscil- 
latorio inferiore destro sinistro. 

Dalla definizione df estremi oscillatori si deduce subito che la somma degli 
estremi oscillatori superiori destri sinistri di due funzioni è maggiore deWestremo 
oscillatorio superiore destro sinistro della somma delle due funzioni^ e la som- 
ma degli estremi oscillatori inferiori destri sinistri di due funzioni è minore 
deWestremo oscillatorio sinistro della somma delle due funzioni. 

Se ne deduce che se f (x) , ?(x) e f(x)4-(p(x) hanno respettivamente per estre- 
mi oscillatori destri superiori e inferiori X e X' , X, e X,' , X, e X,' 

X,>X 4-X4'>X,' 

Xjt > X' + X, > X,'. 

Infatti gli estremi oscillatori superiore e inferiore destri di - ?(x) sono re- 
spettivamente - X/ e - Xi , quindi : 

)t-x;>x 
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analogamente 

X, - X' > X, 

i 

X,'-X <X/; 

queste relazioni provano il teorema. 

Se ne ha uno analogo quando si considerino gli estremi oscillatori sinistri. 

X 4. À' + X + X ' 
Si conclude che le funzioni X + X/ , X' + X, , ^ i- , X, e Xj' hanno 

gli stessi integrali superiori e inferiori. 

Non esiste che una sola funzione avente un dato valore in un dato pimlo e che 
in tulli i punii di un cerio intervallo abbia un dato estremo oscillatorio^ oppure 
una data media dei suoi due estremi oscillatori destri dei suoi estremi oscil- 
latori sinistri^ oppure di cui si conoscano delle funzioni che differiscono da queste 
per funzioni di integrale nullo. 

Siano f(x) e /i(x) due funzioni che abbiano per estremo oscillatorio supe- 
riore destro l{x) una funzione che differisce da questa per una di integrale nullo; 
la funzione - ft(x) avrà per estremo oscillatorio inferiore destro — X(a?) una fun- 
zione che differisce da questa per una di integrale nullo. Ne segue che gli estremi 
oscillatori di f{x)-f^{x) devono avere Tintegrale superiore e l'integrale inferiore 
eguali allo zero il che prova che f{x) e /*,(a?) non possono differire che per una 
costante. Similmente si dimostra il teorema negli altri casi. 

Sì può dunque generalizzare agli estremi oscillatori un teorema già dato ri- 
guardo alle derivate. 

Se di una funzione si conosce il valore in un punto appartenente ad un 
certo intervallo, e in tutti i punti delC intervallo stesso esclusi quelli appartenenti 
ad un gruppo di punti ed ai suoi punti limiti si conosce uno degli estremi oscil- 
latori la media degli estremi oscillatori destri quella degli estremi oscillatori 
sinistri funzioni che differiscono da queste per funzioni di integrale nullo, la 
condizione necessaria e sufficiente affinchè la funzione sia determinala è cfie il 
gruppo sia rinchiudibile in intervalli arbitrariamente piccoli. 

m. 

Passiamo alla considerazione della esistenza degli integrali delle equazioni dif- 
ferenziali del primo ordine della forma 



Digitized by 



Google 



^rr^'i 



)( 348 )( 



dei sistemi della forma 



w^ = A(®t/,t/, .. .Vn) 



dx 



^ = /i(»2/,!/, . . .t/„) 



allo studio del quali si riduce molto spesso quello di equazioni differenziali ordi- 
narie di ordine superiore al primo. 

La prima dimostrazione della esistenza degli integrali dì equazioni differenziali, 
soddisfacenti a date condizioni, è dovuta aCaucby. 1 sig. Briot e Bouquet (*) 
hanno dimostrato il teorema di Cauchy con maggiore semplicità ; il metodo porta 
diverse restrizioni nelle equazioni differenziali, consistendo nel determinare a quali 
condizioni esse devono soddisfare affinchè gli integrali resultino sviluppabili in serie 
di Taylor. 

Indipendentemente dalla considerazione della sviluppabilità in serie degli inte- 
grali, il sig. Lipschitz (**) e il sig. Hoùel (*••) danno una dimostrazione della 
esistenza degli integrali delle equazioni differenziali ordinarie, di cui il concetto ha 
analogia con quello della dimostrazione della esistenza degli integrali definiti di Rie - 
mann Seguendo lo stasso concetto, ma applicando il metodo ora tenuto nella di- 
mostrazione del teorema di Biemann, si arriva a dei risultati alquanto più ge- 
nerali. 

Cominciamo dalle equazioni differenziali del primo ordine fra due variabili. 

Sia la funzione f{oDy) definita per tutti i valori della a? ed t/ in un certo campo 
G a due dimensioni che contiene il punto Xq j/q e sia H il limite superiore dei suoi 
valori assoluti. 

Consideriamo le somme 

7^4 L| + Ti, Lj + + ^11 Ifi 

7^1 1, + Ti, l, + + \ '« 



(•) Journal de rEcole Politechnique XXXVI Cahier. 

Serret. Op. cit. t. II. p. 348. 
(**) Annali di Matematica diretti da F. Brioscbi e L. Cremona S. II T. IT. 
(•••) Hoùel. Coura de Calcul infinitésitnal. T. II. p. 804, 316, e 323. 
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quando si supponga che A| + ^ + ..* + ^ = ao, — flc© , (Xi essendo maggiore di aJo )> 
che L| sìa il limite superiore e {, il limite inferiore dei valori che la funzione f{ixsy) 
ha nel rettangolo (a?^ . a?© H- ^i) (j/o + M^, , y^ - Mft,) ; l, e l^ il limite superiore ed 
inferiore di f{ary) nel rettangolo (Xo+^« > 0Co+/i|4^,)(l/o+^f L|+M^2 » Vo+Af li~M^2); 
finalmente che L^ e l^i siano il limite superiore ed inferiore di f(xy) nel rettangolo 

(flCo + /if + ^ + ... + A„_t , Xo + ^f + ^1 + ••• + ^«-1 + ^<i) 

Sarà poi evidentemente necessario supporre che non si esca mai dal campo G 
assegnato alla funzione f{xy). 

Formiamo un'altra divisione qualunque V > V « ••* ^a' dell* intervallo (XqX^) 
e consideriamo le somme analoghe a quelle precedenti 

VL/ + ft,'W + + ^«'V 

W +W + + V«'- 

Suppongansi tutte le quantità A,' V •• ^m' minori di una quantità s, essendo 
S inreriore alla più piccola delle h, ,\, ... h„. Sia 

h^' + ht'+ + ft'p-t < K 

ht' + ht' + . . + AV-i + V >.^i » 

avremo cbe : 

;ì,L, + 8M > ht'W + + VV > hiU - 6M. 



Sia: 



^-8>^pvi + «Vi + +ft'.-,>A.-|8 



V« + *V«+ + ft'.-, <^ 

'i'p^-i + Vt + + *V.t + *'.>». 

avremo che L'|,^., , L'p^., ... L',., saranno tutti compresi fra L| e I, , quindi : 
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e per coDsegueDza 

hjj^ + h^l^ + 55M > h\L\ + h\L\ + . . . + h\l\ > h^ì^ + htl^ - 5 6M. 

Sia: 

;^, - 58 > h\^^ + h',^t + + K^,t > ^3 - (s + g) 8 

^m + ^'.+»+ +^'t>^j 

si troverà : 

?i,U + "8M > ^',+ir.^i + /i',.tL',+, + . . . + V^L'^ < h,l^ - 1 ISM 

e quindi : 

^,L, 4- hli + ;ì3U + 16SM > h\L\ + ;ì'2L', + ... + h'^V^ > h,l^ + h^ì^ + ^ijlj - 168M 

e cosi di seguito, in modo cbe si potrà concludere, N essendo un numero che di- 
pende soltanto da n, che: 

/i^L, + h^^ + . . . + h^ + NM 8 > n\h\ + KJL\ + . . . + ^'^L'.. 

Si ha inoltre 

^iL| + ^L| H- . . . + hJLj^ > — (a?4 — x^ M , 

per conseguenza si vede che facendo impiccolire indefinitamente le T^i A^ • - • K i^^ 
una maniera qualunque la somma 

^Li + ^li+ + ^«L« 

tende sempre verso uno stesso limite determinato e finito che è il limite inferiore 
dei valori della somma stessa per tutti i possibili valori di h^fh^-K 
Analogamente si riconosce che la somma 

^fl, + /^,/t+ + ^«*« 

tende pure verso un limite determinato e finito indipendentemente dal modo con 
cui impiccoliscono le ^4 ;^ ... /^^ e questo limite è il limite supcriore dei valori 
della somma stessa per tutti i valori possibili di ^, ^ . . . h^- Se x, < Xq allora 
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h^hf ... hf^ vanno presi negativi e si hanno proprietà analoghe a quelle dimostrate 
ora. Queste proprietà generali valgono per qualunque funzione di due variabili. 
Suppongasi che 

lim (fi^Li + A,t, + . . . + hjj^) = lim(;i,l, + /i^^ + • • • + V») 
ossia: 

lim(^,D, + A,D, + + M«) = (1) 

D( Dt ... Dm essendo respettivamente le oscillazioni della f(xy) nei rettangoli con- 
siderati, in tal caso la somnaa 

hif,+h^^ + + V,»= ^ Kfn 

fift ' ' fn essendo quantità comprese fra L, e li , Lt ^ '2» •••I'» ^ (» » (S^ estremi 
inclusi) avrà sempre per limite una stessa quantità. 

Reciprocamente volendo che la somma £ h^f^ abbia sempre lo stesso limite 

comunque si prendano le h^ e le fp purché comprese fra Lp e {p (gli estremi incl.) 
è necessario che sia verificata la condizione (1). 

Resulta dunque che la condizione necessaria e sufflcienle affinchè il limUe 
della somma 

Mi + Vi+ +M» 

esista, comunque siano le h| , hj , ... , b^ purché la loro somma sia x, - x^ e ten» 
dano verso lo zero, è che la quanlUà 

h.«i + h,D, + + h^D„ = £ KK , 

possa rendersi colV impiccolire delle h in una certa maniera minore di qualunque 
quantità assegnabile, D, D| . . . D^i essendo le oscillazioni della f(xy) nei diversi 
rettangoli che abbiamo considerato. 

Il limite (quando esiste) della quantità 

se 

!/o+ 2' A,/; 
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Io indicheremo per brevità con 

Nella ipotesi che la f{xy) verifichi la condizione (1) e sia o^t > Xo » P^^* quai^to 
abbiamo detto resulta che / fipssy) è il limite inferiore dei valori della somma 

l/o + /'fLf + ^li+ +^A 

ed il limite superiore di quelli della somma 

2/a + Vi + Vt+ +V- 

mentre se »;« < o^o » / ^(^) ^ ^I limite superiore della prima somma e il limite 
inferiore della seconda; ne segue che se x^>Xq\ 

(2) yo+A|Li+^li +•..+ KK> f(xy) > yo+Ai'f+^1^ +•••+ Vii- 
E se (Cf < (Co ) 

(2') yo+Z^itt+^iLa +.-.+ ftiiL„£ I * fixy) < 2/o+^«l|+^lt +...+ »*»•» 
e per conseguenza in valore assoluto 

(3) • t/o+ 2' */»- f* /^(acy) < ?* ;^^D„ C) 



(*) Da ciò che segue 8i può vedere come per mezzo di questa formula si pnò de- 
terminare con quella approssimazione che si vuole il valore la un punto qualunque 
deir integrale di una equazione dififerenziale ordinaria del primo ordine^ del qasl^ ^' 
conosca il valore in un dato punto. Una analoga osservazione si può fare per i sistemi 
di equazioni differenziali ordinarie del primo ordine. 
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e se Ai' V ••• Afli' è un'altra divisione dell' intervallo (aJo«i), in valore assoluto 



Il T- •- '«-ai ■■-'in < 



+ 2 ft«'D ' 



(*) Uo+ 2' V» - 2/0+ 2 V/«'ì < 2 A,D. 

L Joyo J L ««Vo J —x^. 

Se si ha oc, > x, > ac, , oppure a, < x, < Xo = 

avremo supponendo che x^ sia un estremo di uno degli intervalli h^ht ... h„ 

h/o+ 2 V» -h/»+ 2 V» <2 ft,D,, 
e quindi 

(5) r* f(pyy)=r fm})\ 



«o^o ' *«yi 



donde : 



(6) / f{xy)= f{xy) + lim- 2 V.( 

Supponiamo che la funzione f(xy) verifichi le condizioni : 



lim 2* A«D« = , lim 2* VD'« = 0. 



in cui Xt < fl^o < ^2 9 Ift funzione 






avrà un significato per tutti i valori della x compresi iieir intervallo (x, x,) (gli 
estremi incl.) ed escluso il valore x^ , pel quale però ammetteremo assuma il va- 
lore I/o- 

La funzione F(.x) è continua. Infatti per un valore x' diverso da a;« si ha per 
VCL. XIX, 45 
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A suilicienternente piccola 

a) f{^y) - f{xy) = lira 1 KL^hV, 

P essendo una quantità compresa fra il limite superiore e il limite inferiore (gli 
estremi incl.) di f{xy) nel rettangolo (x' , a/ + ^) (y' + M7i , y' — Wt) ed essendo 

f{xy). Per x tendente a destra o a sinistra verso Xq evidentemente 

^x 

f f{ooy) tende verso i/o- 

Consideriamo ora gli estremi oscillatori della funzione F(sc). 
Siano oc' e x'-^h due valori di x compresi nell'intervallo («"a?"'} avremo, se /i 
è positivo : 

px'-\-h rx' 

hk>^ì f{^) - \ f(xy) > ha , 

A e a essendo il limite superiore ed inferiore di /"(xjy) nel rettangolo (a:'', x"^ 
(y"-fM(aj"'-x"),3/''-M(x"'-a5'0) ed essendo y" il valore di [ f(xy). Se ne de- 
duce : 



/ /'(ajy) - / f(xy) 
A > > a . 



il che prova che gli estrerai oscillatori di F{x) in tutti i punti dell'i ntervallo (x"x"') 
sono compresi fra A e o. Da ciò si deduce che se A, A^ . . . A„ sono le oscilLv 
zioni di un estremo oscillatorio X^p della funzione Fix) negli intervalli h^ h^ . .. h^ 
in cui è diviso 1* intervallo (XoX,) si ha in valore assoluto : 



X 



se A,' 1,' ... ^J sono le oscillazioni di X^ negli intervalli A/ hi ... A^' in cui è 
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diviso r intervallo {x^x^) si ha: 

h,' 1,' + h,' A,' + ... + k: a,' £ ? v»»' ; 

ciò prova die gli estremi oscillatori della funzione Fio?) sono atti alla integrazione. 
Ne segue che in ogni intervallo compreso in quello totale in cui è definita la fun- 
zione F(x) vi sono un numero infinito di punti in cui essa ammette una derivata 
determinata e finita. 

Consideriamo nella funzione f(x\j), y come funzione della x definita dalla re- 
lazione y = Y{x) ; la f{xy) resulterà una funzione cp(^) della sola x definita in tutto 
r intervallo (XiX^) ; questa funzione è atta alla integrazione in tutto 1* intervallo. 
Infatti dividiamo Tintervallo (x^x), x essendo compreso fra x^ e x^ (gli estremi 
incl j negli altri /^, 7?, ... h^. avremo indicando con 9^ un valore compreso fra il 
limite superiore ed inferiore di <f(x) neir intervallo h^ che: 

quindi ; -, 

^|Li + ^jLf +...+ KL^ > 7i,9, + 7i,9j +...+ h^(f^ > h,l, -f h^l^ +...+ Vn , 

il che prova quanto si voleva dimostrare. 
Dalla stessa relazione si deduce 



(8) yo + / 9 (a?) c/x = f /*(acy), 



^0 •' ^0^0 

quindi 9(01) differisce dagli estremi oscillatori di ¥{x) per funzioni di integrale nullo. 
Riprendiamo la formula (7), avremo 

I fixy) - f (xy) ^h\f {x' y') + 0? ] 

I ' fi^y) - \ fipy) = - M fip'y') + «i «i 1 , 

3 e 6, essendo respettivamente le oscillazioni della f{xy) nei rettangoli {x\x' vii) 
(y' -f M^ , y' - ì^h) e {x\o(f - h^) (y' + M/i, , y' - M^j) e e 6, numeri compresi fra 
-f 1 e — 1 (gli estremi incl.). 
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Ne seguo che : 

Suppongasi la f{xy) continua assolutamente rispetto ad ambedue le ?ariabili 
05 ed 2/ nel punto {af y') avremo : 

hm -^^ ' ^^ — ::-- f{x' 1/0 

il che prova che la F(r) ammette nel punto x' una derivata ordinaria determinata 
e finita ed eguale a fix'y'). 

Di qui si deduce che. se f (xy) è in un certo cqmpo continua assoltUamente ri- 
spetto alle due variabili x e y, per tutti quei sistemi di valori (Xoyo) per ciw vien 

soddisfatta la condizione (1) Ut funzione j f(xy) è u/n integrale detta equazione 

differenziale 

^ = r(„,. 

È facile di più provare che se per il punto x^y^ ^ funzione f(xy) verifica la 
condizione (I) non può esistere che una sola funzione y = F(x) che per x=Xo as- 
suma il valore yo e verifichi V equazione differenziale 

per X compreso fra Xo e x,. 

Infatti se ne esistessero due diverse F{x) e Fq{x) dovrebbe potersi trovare un 
punto £t?4 compreso fra Xq e a?4 in cui esse differissero per una quantità finita fe. 
Costruiamo successivamente i rettangoli {Xq , cCj + ^i) (i/o + M/i| , y^ - M/r,) , 
(a?o+^i I aJo+7^i+/Ì2)(yo-!-^iIii+M//2 , yo+^i'i-M7ij) ecc. essendo /i,+^2f...+^„=x,-a;,, 
evidentemente se ce è compreso fra x^ e x^ + hi (gli estremi incl.) i valori F(x) 
e F^(x) devono essere compresi fra Vo + h^Li e 2/o + ^i'i; se x è compreso fra 
oCo+^i e a5o+/^i + /it (gli estremi incl.) i valori di F(a?) e F|(a;) saranno compresi fra 
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i/o+^iL,+V'2 ® !/,-+^i^+V2 ecc. Finalmente per x compreso fra flc,+/ii-l-...+7i„_, 
e a?o + ^f + ... + ^«f + ^ii (gli estremi incl.) F(aj) e F,(x) saranno compresi fra 
t/o+7iiL,+7ijLj+...+7i^.4L„_, e 2/0-^^,^4+. ..+/?,»-,?„-i+V»- Quindi in \alore assoluto 

a?! 
[2/o+^L,+;ì,L,+ ... + 7i,lJ-[2/,+^.f,-f ... + 7^JJ= 2 /i«D^> F(a?,)-F,(a;,)=R 

qualunque sieno h^h^ ... h^ il che è contrario alla ipotesi fatta. Analogamente si 
riconosce che se per il punto ocoj/o è veriflcata la condizione (1) per la funzione 
f(xy)i e di più esiste una funzione i/=F(a5) che verifica la equazione differenziale 

^=^fim si ha 

F(a?)=:f f(xy). 

Suppongasi che per Xg ed a^^ fissi e per tutti i valori della y compresi fra i/, 
e 1/2 sia verificata la condizione (1) per la esistenza di ' 



r 



potremo ia tal caso considerare 

come funzione della y definita nell'intervallo (j/ij/t). 

Se preso o piccolo ad arbitrio si ha in valore assoluto 

X, 

quando tutte le h^ sono inferiori ad una certa quantità, per tutti i valori di y com- 
presi nell'intervallo (y,,yt), la ¥(y) è continua rispetto ad y. Infatti prendendo 
A, A, ... A, sufficientemente pìccoli potremo avere per j/t > yo>!/u yt>yo + ^ > Vi 









F(y. + 6)-L, + 8+ 2 f: hA 



< 0. 
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Ora f^ è compreso fra il limite superiore ed inferiore dei valori della f(xy) nel 
rettangolo (a5o,a5o+/i|)(2/o+M^i' Vq-^^ì) e /*/ fra il limite supcriore ed inferiore nel 
rettangolo (ajo>a?o+*i) (!/o+8+M7ii > I/b+S -M^^). 

Quindi so S è inferiore in valore assoluto alla minima delle quantità ?M/e, , 
Wh, ...?M7i^, i due rettangoli hanno una porzione comune, quindi possiamo pren- 
dere /", = /\'; ft può prendersi fra il limite superiore ed inferiore di f{xìj) nel ret- 
tangolo (ìTo+Z^i , 030+^4+^2^2/0+^1 /i+SI''2> ì/u+^i /*i~M^2) e fi fi'a il limite supc- 
riore ed inferiore di f{xìj) nel rettangolo 

(a?o + ^, , a?o + ^ + /it) (2/« + S + /2|/'i + M^^2 » ì/o + S + ^, /", - M/i,) ; 

quindi possiamo prendere ft = ftj e cosi di seguito. Se ne deduce che 

F(yo+8)-F(yo)<5a + 5, 

in valore assoluto, il che prova la continuità di F(j/). 

Analogamente si può provare che, se / f(xy) ha un significato per tutti i va- 

lori della x in un intervallo {x^ a?,) e di più si ha sempre che preso o piccolo ad 
arbìtrio si ha in valore assoluto 

per le hf^ inferiori ad una certa quantità e x compreso nelV intervallo (x^ x,), essa 
è funzione di x nello stesso intervallo finita e continua. 

Se delle tre quantità x^^y^^Xi nell* espressione / f{xy) due qualunque pos- 

sono variare in un dato campo a due dimensioni, nel campo stesso la espressione 
considerata può riguardarsi come funzione finita e continua assolutamente rispetto 
alle due variabili e infine se tutte e tre le quantità cCo'?/oi^i possono variare in un 
certo campo a tre dimensioni la espressione considerata è una funzione finita e con- 
tìnua assolutamente rispetto a queste tre variabili purché sia sempre verificata la 
solita condizione 

OS 

essendo o piccola ad arbitrio e le A^ inferiori ad un certo numero, per tutti i va- 
lori che o^qI/o^i possono assumere 
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Se la a; ed 2/ possono variare in un certo campo G a due dimensioni la espres- 
sione 






xy 

sarà una funzione if(xy) di xy. In essa consideriamo y come funzione della a; de- 

finita dai/^= / ficoy) essendo a?ol/o "" punto del campo G e x compreso fra 

Xf, ed a?,. 

Questa funzione ^{xy^) sarà costante ed eguale a / f(xy). Di qui si conclude 

che se la relazione ^{xy) = ^(a?o!/o) che è evidentemente verificata per x-x^ , j/=t/o 
è capace a partire da questo punto fino ad un valore x^ compreso nell'intervallo 

(x^Xi) a definire una sola funzione implicita y della x, questa funzione è / f(xy). 

Quindi se oltre alle t^ondizioni ora imposte la funzione f(xy) è continua assoluta- 
mente rispetto ad x ed y in tutti i punti del campo G la relazione 

4/(acì/)=«KaJoi/o) 
sarà una relazione integrale della equazione dilTerenziale 

Diamo alcuni casi di equazioni differenziali per le quali è verificata la condi- 
zione (1). 

Se la funzione f(xy) è in un certo campo finita e continua assolutamente ri- 
spetto alle due variabili ed ammette in tutti i punti un estremo oscillatorio in va- 
lore assoluto inferiore ad un certo numero finito A, si avrà sempre, se Xoy^ ^ un 
punto del campo, purché si resti sempre neiri/Uerno del campo stesso 



X 

lim 2 ;^„D« = 0. 



Infatti abbiamo, se la funzione f(xy) è continua assolutamente nel campo che 
considera, che è possibile determinare un valore 8 tale che la differenza fra due 
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valori della funzione in due punti del campo situati alla distanza 8 o a una di- 
stanza minore di S, sia inferiore ad un numero arbitrario a (•). 
Ciò posto prendiamo ;i, = ^ = ... =^, = 8, avremo 

D,<2AM3 + o 
Dt<it(2i4MS + (j) + 2M]3 + o 



1. 



Dp<A Vd„ + 5M 8 + 0, 

M essendo il massimo valore assoluto della funzione / (xy) nel campo che si con- 
sidera. Se ne deduce 

\ ^«^ Arf* D* + 2M + a + V D» = L D^USf lH2AMS+a = '^i^DJAS + lJ+e, 

in cui s=:2AHS + a. 
Quindi : 



* — . Ao 



e per conseguenza: 



ÌA„D„<i[(A8 + l)P-l]. 



Se p è il numero totale di intervalli contenuti in quello totale (a?oa?0 si de- 
duce che : 






J* 6 f A* ) 

1 /i„D.<^{e -ij 



a essendo il valore assoluto di x^ — x^- Ciò prova il teorema enunciato. 



(*) Questa proprietà delle fanzioni di due variabili continue assolutamente è Dna 
estensione di un teorema sulle funzioni continue di una variabile del sig. Cantor(Dini 
op: cit: pag: 48). Essa può generalizzarsi anche alle funzioni di più variabili 
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Esso può generalizzarsi supponendo che nel piano per la funzione finita r(xy)j 
escluso un numero finito o infinito di punti costituenti un gruppo di prima specie, 
anche più generalmente un gruppo di punti rinchiudibili in un numero finito di 
strisce parallele air asse delle y di cui la somma delle larghezze contate paralle- 
lamente all'asse delle x può rendersi iuferiore a qualunque quantità assegnabile, 
in tutti gli altri punti siano verificate le condizioni del teorema precedente, inten- 
dendo sempre che i numeri A e o non dipendano dalla larghezza delle strisce che 
si escludono. 

Infatti supponiamo di prendere queste strisce di piano comprese respettivamente 
fra le rette 

x^xf , aj = aj' + K' 



x = a?(P) , cc = ajtw+R(P), 



e supponiamo inoltre di prendere fra i punti di divisione dell* intervallo (x^Xi) i 

punti aj',a?' + R',flc",a5"+K". x^^^ , x^^^ h K^''^ 

Ammettiamo inoltre che tutti gli altri intervalli di divisione siano eguali a 8 
in modo che 

aj"-(x'4-K') = q'S 



Avremo, in modo analogo a quanto venne fatto precedentemente, che 
I h, D, < 2MK' (I 4- A8/^^'"+ •••+ ^''\ 2MK" (1 + A8/"+^'^+--+^^\. . . . 

+ 2MRW(I+A8r +~[(1+A3)«-1], 
quando si ponga: 

6 = 2AM8 + a , z = q' + q" + .... + q^l 
Ne segue che (essendo a eguale al valore assoluto di x^ - x^ 

S ft„ D„ < 2M(K' + K" + . . . . + RW) e^*+ 1 (e^*- 1), 

il che dimostra il teorema. 

VCL. zix. Ì6 
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Si può dunque concludere : 

Se si ha V equazione differenziale 

'i-m. 

ed il punto XoYo è un punto arbitrario di un campo a due dimensioni in cui 
la f (xy) si ìnanliene sempre finita e di più è continua assolulamenle rispetto ad 
X e ad y e ammette in tutti i punti un estremo oscillatorio rapporto ad y infe- 
riore ad un numero finito A, {escluso per queste due ultime condizioni al più, uu 
numero finito o infinilo di punii rinchiudibili in strisce di piano parallele ad 
y e di cui la sovima delle larghezze contate parallelamente ad x pud rendersi 
minore di qualunque quantità data) esiste sempre una funzione finita e continua 
y delta x definita in un intorno del .punto, x^. la quale per x = Xo assume il va- 
lore Yo e verifica la equazione differenziale data per tutti quei valori delia x o 
CUI corrispondono valori delle y tali che nei punti xy la funzione f (xy) è continua 
assolulamenle rispetto ad x ed y. 

Se intendiamo ora per integrale genei^ale, di una equazione differenziale 

•ri = f(xy) in un certo campo una funzione y=9(x, y^x©) tale che per ogni sistema 

di valori di x© yo corrispondente ad un punto del campo che si considera risuUa 
la y una funzione della x {che può chiamarsi un integrale particolare) definita in 
un certQ intervallo che contiene il purda Xq , e che verifica Vequazlone differenziale 
data e di piit assume per x = x^ il valore y© ,. e intendiamo per integrale singo- 
lare di una equazione, che ammette già un integrale generale, qualunque fun- 
zione y=:4'(x) definita in un certo intervallo (a^) la gaalc verifica C equazione 
differenziale data, e non coincide in nessuna porzione finita delC intervallo (a?) 
con un integrale particolare j avremo che «e nclC integrale singolare al valore x' 
di X corrisponde il valore y' di y, esiste sempre un* altra funzione y = 6(x) die 
per i = j! assume il valore y' e verifica V equazione differenziale data. Di qui si 
vede subito che colle condizioni imposte nel teorema precedente alla f (xy) supposto 
di più che essa sia continua in tutti i punti del campo, Tequazione differenziale am- 
mette un unico integrale generale e non ammette alcuna soluzione singolare. 

Se la f{xy) fosse sempre finita e continua e» escluso un numero finito o in 
finito di lince mediante dei campi che le racchiudono e i cui contorni siano inD 
nitamente vicini alle linee stesse, in tutti gli altri punti del campo si verificassero 
le condizioni del teorenia precedente, in tal caso la equazione differenziale non po- 
trebbe ammettere (posto che ne avesse) per integrale singolare che alcune o tutte 
le funzioni y delle x corrispondenti alle linee singolari considerate. 

Se quindi la f (xy) fosse finita e continua in un certo campo e avesse in iuUo 

{{ campo una derivala rispetto alla y , ^ f(xy), finita o no^ ma continxta rispetto 
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alle due variabili x ed j e la relazione 

— 5 =00 

definisse implicUamenle un numero finilo o infinito di funzioni continue y delta 
X, fra queste sole dovrebbero trovarsi gli integrali singolari, della equazione diffe 

reiìziale .-^ = f(xy) nel campo che si considera dato che in questo stesso campo 

Vequaziune differenziale avesse un integrale generale (*). 

Quando si sappia solamente che la funzione f{xy) è finita e continua assolu- 
tamente rispetto alle due variabili x ed y\ in tutti i punti di un certo campo, non 

si 6 sicuri della esistenza di integrali della equazione differenziale -f^ =fixy) wcì 

campo che si considera. Però anche con queste sole condizioni, purché la funzione 
f(xy) in tutto il campo sia sempre crescente o sempre decrescente rispetto ad jj/ 
si può dimostrare resistenza di integrali generali della equazione differenziale in tutto 
il campo ; anzi si può* dimostrare che per ogni punto acoy© P^r cui non si verifica la 

condizione lim 1 'u/fi = esiste sempre più di una funzione che per x = x^ as- 

sume il valore y^ e verifica l'equazione differenziale data. 

Suppongasi infatti la funzione /"(aji/). sempre crescente rapporto ad y, x^yo un 
punto del campo che si considera. Costruiscansi le note somme (purché non si esca 
mai dal campo) 

si passi al limite per le /i» tendenti a zero. 
Indichiamo i due limiti con 

2/i = *(aCi) e !/«' = 9(a?i); 

avremo che ambedue queste funzioni tenderanno verso 2/0 per », = x^. Se x^' è il 
massimo valore che può assumere x^ e 

a5| > Xi> Xi>Xo 
sì avrà 



.(•) Vedi Serrét op: cit: TU. p. 884. 
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quando si sapponga che rioterrallo (x^x^) tanto nel fare Tana che F altra somma 
81 diiida n<*Ilo stesso modo, e 4 sia una quantità compresa fra il massimo e il mi* 
nimo di fiocy) nel rettangolo 



.ajj.f] 



se ne deduce che 









-a?i)V. 



fi essendo compreso fra il massimo e il minimo di f(xy) nel rettangolo 

(05,,»,) , [♦(av)-M(a5,-x,) , *(x^ + M(x»-x,)l, 
ossia (ponendo yj = *(»,)) 

*(«,) -*(x,) = [rcoc, y,) + e] (»j -X,) , 

e essendo inferiore in valore assoluto alla oscllazione della funxione f(xjf) oel ret- 
tangolo (Xj X,), [ *(x^ - M(x, - X,) , ♦(xO + M(xt - Xj) ]. 
Ne segue che : 

il che proTa che la derivata a destra della funzione •(x) nel punto x, è f{x^ y,). 
La derivata a sinistra si prova analogamente avere lo stesso valore e pure in modo 
analogo si dimostra (ponendo y^ = 9 (x,)) che 



l^L.r^'^y^ 



il che prova che le due funzioni O (x) e 9 (x) verificano nelFintervallo (x^ xj, qua- 
lunque sia X0 purché però sia preso convenientemente x, maggiore di oc^ la equa- 
zione diOereiiziale data e si riducono a y^ per x=Xo. Si riconosce facilmente che il 
teorema non è più valevole se x^ < x^. 

K poi facile il provare che qualunque funzione i/=0 (x) definita in una porzione 
deirintervallo (x^x») che per x-x^ assume il valore y^ e verifica Tequazione dif- 
ferenziale data, deve soddisfare la relazione 

*(X)^ ♦(35) >?(«). 

Se consideriamo le due funzioni 4» (x) e 9 (x) come funzioni anche del punto 
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»o Vo ^ Jc indichiamo con *(x, Xq , j/„). 9 (so, x^,y^) si può dimostrare che ambe- 
due queste funzioni sono continue rispetto ad y^. 

Infatti se y^ > y'^ si deve avere, per essere la f{xy) crescente con y. 



onde: 

Se ne deduce che la ^ {x x^ y^) è crescente con y^ e analogamente si prova 
che la dilTerenza 

^ (P^y aJo Vo) - * (35, aco, 1/0) 

cresce col crescere della x. . 

Dall'essere la 4^(x,2Cot/J crescente con 1/0 si deduce che supposti x e Xo fissi e 
qualunque esiste il limite di *(a?, x^y^) per j/o"?/'©; indichiamolo con 4^(cd). Questa 
funzione assume per x=x^ il valore y^' di più la differenza *(x, xjy^)—^{x) cresce 
in valore assoluto col crescere della x. Consideriamo il rapporto 

^(X'{-h)-^(x) 
h ' 

se h é inferiore ad un numero positivo h^ avremo che 

^{x + h)-^{x) _ <l>(a + ft , x^y^i-^jXyXo y^) Se 

e essendo in valore assoluto inferiore alla differenza 4> (x + h» ^^o 2/o) ~ 4^ (^^ + Z'o) 
ossia, se Ao l'asta fisso, e è una quantità tendente allo zero soltanto con Vo-l/o'- ^^ 

8 essendo un numero compreso fra e 1, e per la continuità della f(xy) si avrà, 
(^ tendendo allo zero con y^ — y^ e h) 

f(x + 67i , «(x + Sft , Xo !/o)) = /"(a , *(x)) + p. 
Ne segue che: 
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il che proT& che la ^ (x) è una funzione continua della x che ha in tutti i punti 

la derivata eguale a f{x, 4 (x)). Essa adunque veriflca l'equazione dilTerenzìale dati. 

Ma la ^ (x) è in ogni punto superiore o eguale a ♦(x,Xoj/o^, dunque deve aversi 

. ♦(a?) = «(a5, aJol/'o). 

ciò che prova la continuità della funzione <b (x, x^ i/o) rispetto ad t/,. 

Ciò premesso si prova subito che qualunque sia il punto x^ j/o interno al campò 
in questione è sempre possibile trovare un valore x^' inferiore ad x^ tale che esista 
una funzione y della x che neirintervallo (x^ x^') verifichi la equazione dilTerenziale 
data e nel punto x^ assuma il valore y^. 

Infatti se 3// > 2/0 + too - x^")ìl e j/i" < Vo-ix^-Xi") M, x/' essendo inferiore ad 
Xg'j purché non si esca mai dal campo avremo: 

US X 

onde 

*X a?i" 2//) > 2/0 > «^ («0 a;," I/i") ; 

per quanto dunque è stato detto esisterà una funzione 

• *(xa;/' yn 

y"' essendo compreso fra y^ e y^' che per x-x^ assume il valore j/^, e verifica 
requazione differenziale data mentre è definita fra Xi" <x^ Q x^. 

Analogamente operando, se la funzione f{xy) fosse decrescente rispetto ad y 
si troverebbe che se in un campo a due dimensioni la funzione f(xy) 6 sc?npre 
cresceiite sempre decrescente rispetto ad y, preso un punto arbitrario x^y^ si 
può sempre trovare un intorno {x" x^') del punto x^ in cui è definita una fun- 
zione y della x che verifica ^equazione differenziale data e assume fi valore y^ 
per X = Xq, 

IV. 

Consideriamo ora il caso di un sistema di equazioni diCTerenziali ordinarie. 
Si abbiano le funzioni finite: 

f (05. y\ 1/'. . . . . y«*>) 
r{x,y\y'\. . . . yW) 

r^(a>, 2/', 1/", .... t/^''^) 
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definite in un campo a n + i dimensioni di cui un punto interno' sia il puato. 



Consideriamo le somme 



per tutti i valori di p da I ad 71, con V^ e f,.^^^ sì intendano respettivamente il 
limite superiore ed il limite inferiore dei valori della funzione f^^ nel campo a (a+1) 
dimensioni: 



Xo , x^ + h 



Vo + X h, ',' -KW , 1/0' + %à^ W + A, M' . • 



{ !/o" + %*^iV'-ArM" . yo"-^X^W + K^^' 



2/o<"^ + '2;A,V*>-ft,MW , 2/o^«)+*%^iW*) + ^MW, 



sìa h, + hj + .... + h^ = ac, - x^ avendosi x^ > «0 ed M ^^^ sia il limite superiore 
dei valori assoluti della f (^^ in tutto il campo in cui questa funzione viene conside- 
rata. Si dovrà evidentemente ammettere che x^ e /j^ Iì^ ... h^ siano tali che non si 
abbia mai da escirc dal campo assegnato alle funzioni che si considerano. 
Analogamente a quanto venne trovato nel § III si ha ora 



in cui ^01 è un nuixiero che dipende soltanto da m quando le ^,.,1 sono nuove di- 

visioni deirintervallo (x^ x^) inferiori tutte a - in cui è quantità minore delle più 

piccole delle h^^ ed L,^/''^ ha rispetto ad ft,,| lo stesso signiilcato che L,. rispetto a *,. 
Si ha dunque che le somme 



2,^L,c) . Im,ìp) 
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hanno per le h^ tendenti insieme allo zero limiti determinati e finiti che sono re- 
spettivamente il limite inferiore ed il limile superiore delle somme stesse per tutti 
i possibili Talori delle 7^. Proprietà analoghe si hanno se x, < x^. 
QìAando si abbia par tulli i valori di p 

(1) = limSft,D/'') per h, =/ij= . . . =h« = . 

in cui 

allora le somme 

I I I 

in cui f^^^^ è un valore qiuilunque compreso fra V^ e lf,^^\ tendono colCawici- 
narsi insieme allo zero delle h^ verso uno slesso limile. Questo limite Io indiche 
remo per brevità con 



f 



,-„ (./""HiBl/'l/"-..!/*"') 

Reciprocamente si ha: affinchè le Ire somme (2) abbiano per le h,. tendenti tn- 
steme, allo zero uno stesso limite é necessario che sia : 



per qualunque valore di p. 

Supponiamo verificate le condizioni (I) per tutti i valori di p. Si hanno subito 
le formule, valevoli per tutti i valori di p , se a?| > a?o • 



(?) 




e se X, KXfV 




(3') 


y») + X^l,iP)< h f^)<y. 



P>>W> + ^^lr•'^^ 



"*oVo-y.' 



w 
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quindi in valore assoluto: 






Se x,>Xt>XQ oppure se, < ac, < as« , e pier qualunque valore di p 
allora si ha: 



«.y.'.-yo<"> 



(5) / /'(")= i /'W. 

Sia X, >», >Xi e oltre alle relazioni (1) si verificano le altro: 

I», 

liinS,^,.,D,.,('') = 0, 

h^t essendo gli intervalli in cui è diviso (x„ x^ , allora 



/' 



fx 

fip) 



considerato come funzione della oo definita nell'intervallo (Xf cCf) posto cbe per x = Xo 
assuma il valore yJ^^K è una funzione finita e continua che in ogni punto x^ am- 
mette per estremi oscillatori quantità comprese fra i limiti superiore e inferiore (*) 
della p^ nel punto 



» = », . y^^^^= J f^'^ (P=l, 2...n). 

Questi estremi oscillatori resultano funzioni atte alla integrazione. 



(*) Intenderemo, analogamente a quanto fu detto innanzi, per limite superiore di 
una fanzione di n variabili in un punto il limite verso cui tendono i limiti superiori 
della fanzione in un intorno a n dimensioni del punto che si considera, quando questi 
intorni decrescono indefinitamente. Questo limite esiste sempre ed ò indipendente dal 
modo con cui gli intorni decrescono. 

yoii. XIX. 47 
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Se la funzione f^'^'^ è in tutti i punti del campo in cui è definita continua asso- 
lutamente, allora 

ammette in tntti i punti X3 una derivata che è il valore della /<p> nel punto 

Se quindi tutte le funzioni T . . . f^^^ sono nel campo in cui vengono defluite 
continue assolutamente, allora le funzioni 

i fiP) (p = t, ? ,..n) 

sono integrali del sistema di equazioni diiTerenziali ordinarie 

e per o) = Xo assumono i valori 

Vo^^^ (p = 1,2..,n). 

Nessun altro sistema di funzioni che assumono questi valori per x = x^ può ve- 
rificare il sistema diflerenziale. 
Abbiamo dunque il teorema: 
Dato il sislema di equazioni differonziali 

^ = f(P)(xy.y'' y(»)) (p = !,2 ... n), 

le fP^ essendo funzioni finite e continue assolutamente in un eampo a (n + l) di^ 
mensioni nel cui interno si trova un punto 

x = Xo, y«P> = yo^'^ (p = l,2. ,,.n), 

se esistono due valori X| e x^ tali che 

Xi > Xo > X» , ♦ 



lim 5, h, D/P) = lim s/h,.. D,,;P> = 
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qualunque «ia p , (h| h^ . . , • b^^ e hi, , h,,! . . . . bm, i essendo gli intervalli in 
cui nono divisi gli altri (x^ X|) , (Xo ^t) e D/''^ e D,. , i^'^) avendo sempre il solito si- 
gnificato) esiste sempre un unico sistema di funzioni 

fW y"(x)....yW(x) 

definilB fra x^ e x, che verificano il sistema di equazioni difTerenziali date e as- 
sumono rispellivamenle i valori 

V ' V " V (") 

jo » Jo • • • • JO 

per xtex^» 

Le condisioni che abbiamo ora imposto per la esistenza degli integrali delle 
equazioni differenziali sono verificate per qualunque punto a; = a5o, y^^^^Vo^'*^ • • • 
(p= l , 2 , . . . n) quando gli estremi oscillatori delle funzioni p^ (a? , y' , y" . . > y-'*^) 
rispetto ad y' , y'' .... y^"^ sono finite ed inferiori ad una data quantità A. 

Infatti sia S una quantità tale che due valori di una qualunque delle f^'^^ in due 
punti distanti fra loro di S o meno di 5 sia minore di o. Prendiamo h^z^h^ = h^ . . . 
= ^„=:S , avremo analogamente a quando venne fatto nel § IH, se [x è una quantità 
maggiore di tutte le ÌIL^^\ 

ir D/P) < 1% D,t^) + 2J An6 + + % D/') , 

t L t J I 

quindi : 

ir D/P) < I* Dr^^ [ 1 + An8 1 + e, 

posto e = 2|jLAn6 + o . 
Per conseguenza: 






il che prova che : 



lim?,^D,0')=0. 
Analogamente si dimostra che: 

in, 
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Se dunque chiamiamo O inlegrale generale di un miema di equazioni dif- 
ferenziali 

^Z! = f(P)(x , y' , y" ....... , y(«)) (p = 1 , 2 ... n) 

tm sistema di funzioni: 

yiP) = y(P) (X , Xo , yo' . . . . yo<'')) (p= 1 , 2 . . . n) 

(ali che per ogni sistema di valori di Xq , y©' . • . Jo^"^ c^^ definiscono un punto d^ 
campo C. resuUino le y^^^^ funzioni della x definite in un intervallo che comprenit 
il punto Xo, le quali verifichino il sistema dato eper x=Xo assumano i valori 

jV''^ (P = 1,2....d) 
avremo che se le 

^'*^(xy'y"....y(»)) 

80710 fuìfìzioni finite e continue assolutamente e hanno gli estremi oscillatori rispeUo 
alle y' , y" . . . . y^") inferiori ad un numero finito^ esiste sempre un unico sislemo 
di integrali generali del sistema proposto (**). 

Analogamente a quanto abbiamo ora fatto possono generalizzarsi alcune altre 
delle proprietà trovate per le equazioni a due variabili. 

Pisa 21 Aprile 1881. 



(•) Vedi §. III. 

(•*) Vedi Lipschitz op. eit. 
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SOPRA UN TEOREMA DI ELETTRICITÀ STATICA 



PEL 



Dott. A. MOLLO. 



(( La risultante delle attrazioni cbe un ellissoide elettrizzato esercita sopra un 
a punto esterno , è perpendicolare al piano tangente air ellissoide omofocale nel 
« punto attratto. » 

Questa proposizione non è che il teorema di Chasles, che noi presentiamo sotto 
un altro punto di vista, deducendolo dalle note formolo dell'attrazione dell'ellissoide. 

Abbiasi un ellisoide di cui (a, ò, e) siano i semiassi, ed un punto esterno P 
determinato dalle coordinate (a, ^, y). Facciamo passare per questo punto un el- 
lissoide omofocale di cui (a% b', e') sono i semiassi; e prendiamo sulF ellissoide dato 
un punto F determinato dalle coordinate 

^"^^ ' P- 6' ' T^ e' • 

Chiamiamo inoltre X', Y', Z' le componenti dell'attrazione che l'ellissoide (a', 6', e') 
esercita sul] punto P' , ed X , Y , Z le componenti dell'attrazione che l'ellissoide (a,ò,c) 
esercita sul punto P. 

Dal teorema d'Ivory abbiamo 

6' e' ' a' e' ' b'a' 

Siccome il punto (a', §', y') è interno rispetto all'ellissoide (a', b', e'), si ha 

M'a'f» u»du 






"(i+x,»u»)»(i + xVttV" 



r = -s 



'^ a'» J 1 1 

•(i+Vu»)Mi+xv«V 

■=-»r.^r/ ^^!!! ,. 

•(l + X,»u*)»(l+XVt**)* 
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doye 

8ar& similmente rispetto air altro ellissoide (a,b,r) 

Siccome i due ellissoidi sono omofocali sarà 

ovvero 

b'i-a'* 6«-a« o«X* e'* -a'* c«-a« a«r* 



e qùinSi 



a'« "■ a'* ■" a" ' a'» a'» ^ a'* ' 






a'» 'a' 

doade 






a» 

Poniamo nei precedenti integrali 

a' 
ti = 

sarà 



« = — z, 
o 



du = dz. 

a 

In quanto. poi ai limiti, si ha per 

u = , 2 = 0; 



e per 



' a' 



Ora osservando che 



X,«fi« = ^%«=iX»z» e XVtt» = ^^* = V«z*, 
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Ì9 formolfr p9ee«denti diverranno 






z*dz 



(1+X«z»)« (1+X:»z*)« 



z*dz 



(1+X»2»)» (1+V»2»)» 



z. = -s„?L.f- 



2*d2 



(i+X»2«)» (I+X'«z«)*' 



ovvero ponendo per M' , (ot' , p' , 7') , X', Y' , Z' i loro valori, e mutando z iu t/, verrà: 






u*du 



(l+X»u»)» (l+X'*u»)» 



tt* dtt 

(1+X»u*)»(l+X'»u«)5 



«*^r 



ti*du 



(l+X^tt^)"» (l+X'«uV 



Ciò posto noi sappiamo che Telettricità di un conduttore si trova tutta com- 
presa in uno strato sottilissimo e variabile dì spessezza, di cui la superficie esterna 
che denotiamo con £ è la stessa di quella del condotture, mentre la superficie in- 
terna dello strato che denotiamo con L' non si conosce a priori (*)• 



(*) La SQperficie £' dello strato sì conosce complotamente applicando le formolo 
di Qreen, le quali come è noto, danno pel valore della densità superficiale fhe si. de- 
nota con hf l'espressione 

""411 dp 

la quale ci permette di determinare mercè la funzione potenziale V la densità delFelet- 
trico in ciascun punto della superficie di un conduttore. 

Nel caso particolare di un ellissoide, come nella nostra questione, si può d^ter* 
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Ma qualunque sia la 1' , potendo supporre lo strato come infiDitamente sot- 
tile, ci sarà lecito considerarlo come un elemento di un ellissoide finito (a , 6 , e), 
onde basta diflerensiare i valori X, T, Z rispetto ad a, riguardando beo propor- 
zionali ad a 

Ora a' è dato dairequazione 

a'* ^ 6'» ^ c'« 
oTTcro essendo 

6'* = a'* + 6* - a» , e'* = a'* + c« - a* 



minare dlreltamente il valore del potenziale ed applicare la forinola precedente. Ove 
mai si volesse determinare il valore assoluto della densità elettrica in un determlDato 
punto di un ellissoide, chiamando {a^htC) gli assi, facilmente si trova 



4zabc 



essendo p la lunghezza della perpendicolare al piano tangente all'ellissoide nel pasto 
che si considera e Q la quantità deirelettrico racchiusa dallo strato. La lunghezza di 
detta perpendicolare, è data come si sa, dalla formola 



v^ 






onde 



* '"«^j^sirta 



- -i h = 



Q 



4ira& c 






Siccome gli assi sono perpendicolari ai piani tangenti condotti pei loro estremi, 
cosi si rileva che le densità agli estremi degli assi di un ellissoide sono propowonaU • 
agli stessi assi; e se T ellissoide è di rotazione, la densità è uguale in tutti i ptt«^* 
di uno stesso paraìlelOy è minima alV equatore e massima nei poli, se Vasse di rota- 
gione è il piti grande, E se Tasse di rotazione è grandissimo rispetto all'altro, si pod 
dire che Telettricità si accumula quasi tutta alVestremo di esso. Siccome poi la tensione 
è proporzionale al quadrato della densità, cioè indicando con t la tensione 

< = - 4k A« da , 

così si vede la ragione perchè le punte abbiano il potere di disperdere T elettricità 
dai corpi. 
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verrà 

a^ "^ a'* + 6» - a« "^ a'^ + c^-a^ ^ * ' ^*^ 

e però anche a' varierà con o. 

Dal calcolo ricordiamo che si ha in generale 

d_[nx)dx j^dj^) é^ da. 

di la di + di ^^^^ di ^^"'^' 

Nel caso nostro siccome X e X' non cambiano con a , il rapporto — j- pure ri- 
mane costante, cosi nella precedente deve essere 

Quindi ponendo -7 = e, si ha 

dX ^, Ma t* dt 



Per trovare il valore -r- , si ponga nella (a) per a' il valore a' = ar*, e ri- 
cordando le relazioni 

6»-a» = a«X» e c*-a» = a*X** 



sì ha evidentemente 



Differenziando viene 



«*^*+rlrr»+i=ifc='^*- 



ovvero 



r v^ f*'"' , T'r» 1 di 
L* ' +(r» + X')» + (r* + X'»)U da"***' 

vot. XIX. 48 
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Poniamo ancora 



sarà 

"rT "7~ = et* ovvero -r- = — 5- 5* = — ;r , 

0* (ttt età a' a'* 

onde il risultato di -7- riducesi a 
da 

dX ,^ Ma g^^ _ S/'jìM 8 a^ 

da "^ '^ a^ b;_ c^" a a'b'd a'« ' 
a' a' 

Indicando con M| la massa dello strato ellissoìdico, poiché questo strato è il 
dilTerenziale della massa dell' ellissoide (a, b, e), la quale massa posta sotto la fer- 
ii M 
ma — 3- a' , (essendo -3- costante) ha per differenziale 



si avrà 



onde 



perciò 



M rt • j 3M j 

— r- 3a* da = — da, 
a» a 



if ^ 3M . 
M| da = — da , 
' a 






dX , r. M| ^« et j 

-r- da = - /h^ -;—-, o« -— da. 
da a 6'c' a'* 



Similmente si troverebbero 



^da = -/'iii>5«ij.da 
da '^ a'b'cf fr* 



dZ , ^ M| ;., T ^^ 



le quali sono le componenti dell* attrazione che lo strato ellissoidico di massa ÌS^da^ 
nel quale è raccolto l'elettrico, esercita nel punto (a, p, 7). In queste formolo 
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(a, b, e) SODO i semiassi deirellissoidK) che termina lu strato S, {a\ ò', e') i se- 
miassi deir ellissoide omofocale che passa pel punto (a. ^, 7), S la perpendicolare 
che dal centro di questo ellissoide si tira sul piano tangente ad esso nel punto 
i^i ^ì T)> I^ quale, come è noto, è data dalla relazione (*) 

5«=- * 



a* fi* Y* . S* Y* 

a'* ^ 6'* ^ e'* " ' ^ (r*+xv (rHX'*)* 

Chiamando B la risultante delie forze X, T, Z, la risultante delle componenti 
deir attrazione dello strato ellissoidìco M| da è 

ol V e' 

e la sua direzione, come è facile vedere, è perpendicolare al piano tangente del- 
l' ellissoide (a', 6', e') nel punto di coordinate (a, p, 7). Ciò 6 quanto volevamo 
dimostrare. 

Bari 15 Ottobre 1880. 



(*) Infatti Tequazione dell'ellissoide che passa pel punto esterno sarà 
e quella del piano tangente è 



cioè 



ovvero 






«^X1-1y+Xz-1 = 0; 



e la lunghezza della perpendicolare sarà perciò 

1 



S=- 
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UN TEOREMA DI MECCANICA 



PEB 



NICOLA AMOROSO. 



Un punto è obbligato a giacere su di una superficie di rotazione, runica forza 
agente su di esso è la gravità; dimostrare che le leggi del moto si riducono sem- 
pre a quadrature. 

Nel trattato di Meccanica razionale pubblicato dal prof. Battaglini si trova 
la equazione generale differenziale della curva descritta dal punto sulla superficie 
di rotazione : si applica il caso ad una superficie sferica e si dimostra che la legge 
del moto si riduce ad una quadratura. Questa legge, dimostrata per una superficie 
sferica, è vera qualunque sia la superficie di rotazione. 

Scegliendo verticale Ta^e delle z^ che supponiamo essere Tasse di rotazione, 
Fequazionc d'una qualunque superficie in parola, può mettersi sotto la forma: 

f{x,y,z) = (f(g)-z=:0 , 
dove: 

Le equazioni generali del moto, chiamando con N la pressione che il punto eser- 
cita sulla superficie, con a, ^,7 gli angoli che la sua direzione fa con gli assi, e 

con |x la espressione v(;^)V (^)% (^)*, sono: 

K 
m -i^ = X + N cosa =X + N -— 

m^ = Y + Nco8P = Y + N^ 

df_ 
m^ = Z + Ncosp = Z + N-^. 
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Nel nostro caso essendo X=:0, Y = 0, Z^m^f, le ultime equazioni diTerrannó: 

d^x N df 
CK' ^ Ax 

dhf li df 
d£* |Ji dy 



d«2 . N df 

dt* jJt dv 



Dalle due prime ricaviamo: 



Ora: 



d/ dPaB_ dr d^^P 
di/ di* das df' 



dt/ dy ^^P^dy '^P^p 
da? dflc ^^^^da? ^^^^ p ' 



dunque Tultima equazione di?enterà: 



d*x d^y ^ 
la quale integrata darà 



^dt^'^dt^ 



y dt ^dt"^' ^^^ 

e la costante A ya determinata con le condizioni iniziali del moto, 
Dalla equazione: 

05* + y* = p* 

si ricava : 

dx , d^ do 

Elevando a quadrato quest* ultima e la (1), e sommando i risultati, si ha : 
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cosi Tultima di?enta : 



ma: 



dunque : 



da cui : 



e finalmente : 
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«•=(^)'-(t)M^)*. 



^2 f/ X ^P 









Data dunque la superficie di rotazione, si ricaverà ^'(p): però per la integra- 
zione si dovrà conoscere la v quale funzione sia di p ; applicando il principio della 
energia cinetica : 

mvdv = X (fa? + Y cfy + Z (fz 

si ricaverà : 

vdv = gdz , 

avendo preso per unità di massa quella del punto in parola. 

Dinotando con v^ la velocità iniziale del punto, e con h il valore della z a prin- 
cipiò del movimento, si avrà : 



e poiché : 



cosi: 



2 = 9(p), 
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e la (2) potrà scriversi: 






2. Supponiamo per esempio che la superficie sia un paraboloide di rivoluzione 
ad asse verticale, la sua equazione sarà: 

e perciò: 

?(p)=^ , <p'(p) = |-; 

la (3) diventa in questo caso: 



! = pdp V ■ 



.-^-.. -^ 



4o«-H2ff(^-|^)l-A^' 



(4) 



Volendo direttamente ricavare quest* ultima , eleviamo a quadrato eppoi som- 
miamo le due equazioni : 

ceda -f ydy = pdz 
ydco - xdy = Adi , 



si otterrà : 



ossia : 



Ora si ha : 



2p2 (doB- + dy^) = A*dt* + p*d2« , 



^ t . . 1 A«d£* + pM2« 



+ dz* 



"" t?« " dt» " di» "" ipzv^ 



e perciò : 
da cui : 



(•2p2t;* - A*) dfl = (p* + 2pz) dz^ , 



' 2i>2i;' - A* 



Digitized by 



Google 



)( 384 )( 
Sostituendo a ipz il suo valore p*, e & dz il suo valore — df si avrà: 



la quale coincide con la (4). 

3. La formola (3) ci fa pure risolvere in generale un*altra quistione: Determi- 
nare la superficie di rotazione ad asse verticale, tele che un punto su di essa, sog- 
getto alla sola azione della gravità, descriva una curva con una determinata legge. 

Sia 8 = /'(0 la legge in parola: da essa si ricava: 

dalla quale si potrà avere sempre il tempo in funzione della velocità, supponiamo 
che si abbia : 

« = *(«); 
ora la V è funzione di p, cosi si avrà : 

« = *L^(P)]-X(P); 
differenziando : 

cH = X'(p)dp , 

e questa, paragonata con la (3) darà : 

liberando da fratti, otteniamo la seguente equazione differenziale : 
9' (P)* + 2g À' (p)* <f (p) + (^ - 1,.» - 2i//i) X' (p)« + 1 = 0, 

la quale integrata darà : 

fi{«P(p) , Pi=0; 
ossia ci farà conoscere quale funzione di p sia f(p), e quindi la equazione: 

s = ?(p) 
darà la superficie di rotazione che si andava cercando. 
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SOPRA DNA. FOBMOLA DI ANALISI 

S. PINCHERLE. 



Dalla formola 

d"-« / 1 \ (n-1)! 



</jc*-« \l-x/ (ì-xf 
deduco 



~1 /'-L^-Cl 



l-a;)» (n-l)! d»»-»^' +'"+'" *^-^~2j (n-1)! " 



(l- 



da cui 



11=1 ^ * m=o »i=i »=2 

Ciò posto, se si vuole che lo sviluppo 2 c^ ( TZ^) ^^''^cida con una data se- 

00 

rie di potenze 2 /?„ x"* , bisognerà che i coefficienti di ac** siano eguali nei due 
membri (*), e si avranno le equazioni di condizione 

) e, 

Ma se pongo 



/TX / -V (m— l)(m-2) 

(I) e. + (m - 1) e, + ^ -7^ ^» + - ■*■ ^« = '^«• 



1 -x" ' 



00 / »c N" •* 
si ha dair eguaglianza 2 ^n\j^^) = ^ A» ac* l'altra 

da cui si deduce fra le e e le /i la relazione 

(II) c, = ft,-(n^l)Vt + ^ '''"y2""^^ V«- . . . ±^- 



(*) In una Memoria che ho presentata airAccademia delle scienze di Bologna e 
che sarà pubblicata fra breve, dioioatro che lo sviluppo in discorso si può ordinare 
per le potenze di x. 

T(Uu ixXé 49 
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Le equazioni (II) danno dunque la soluzione delle equazioni lineari (I) 
si riguardino le e come incognite e quando vi si faccia m= 1, 2, 3, ... n. 
equazioni del sistema (I), risolute coi determinanti, danno 




ìd cui I 
Mu le 





c.= 


10 


. . . Aj 






1 t ... A, 






12 1 ... A, 






ì Z 3 i . . . h^ 






. „ , (n-l)(n-?) (»-1)(n-2)(»-3> 

* ""* 1.2 1.2.3 • • • *• 


onde 






(III) 


1 


...A, =A,-(»-l)A...+("-])<J''^. 




1 i 


... A, 






1 2 


1 ... A, 






1 n- 


, (n-l)(H-2) 





*«-I-".Ì^ 



Questa è la formola in discorso : gli elementi del determinante posti a sinistra 
della diagonale formano il triangolo di Pascal. 
Facendo nella (III) 



A, = l , hi = x , Aj = X* 



A„ = aB-*, 



si ottiene 
(IV) 





1 

2 





f 



1 

X 



, i n-ì 



(H-l)(n-2) 
1-2 



• • • (Xj 



= (X-1)" 
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ARTICOLO BIBLIOGRAFICO, 



Fiorini. Trattato sulle Projezìoni delle Carte Geogratiche (grosso 
volume in 4® di 700 pagine, ed un atlante di 11 tavole, tipi di Nicola Zanichelli 
Bologna 1881.) 

La deficiènza dei trattati scientifici in Italia, specialnoente se ^confrontata colla 
copia che ne hanno gli stranieri e sopratutto i Francesi, dovrebbe rendere gli animi 
dei cultori della scienza molto proclivi ad accogliere con vero interesse il lavoro 
sempre assai arduo dei trattatisti: massimamente poi quando essi imprimono ai loro 
libri il carattere dell* unità e della chiarezza, e coordinano la materia che espon- 
gono ad uno scopo definito che può esser considerato come costitutivo dell* origi- 
nalità deiropera. 

Ha il libro del Prof. Fiorini testé stampato a Bologna sulle Proìe^sioni deUe 
carte geografiche non ha nemmeno bisogno di una tale considerazione per rendersi 
propizio il giudizio del pubblico colto: la sua importanza si fa senz'altro palese sia 
nel modo con cui il Chiaris. Professore tratta la teoria fondamentale delie Carte 
Geografiche, sia nella grande copia di notizie storiche con cui Illustra Tesposizione 
dei sistemi più usitati di proiezioni: esposizione che rivela il lungo amore con cui 
furono consultate le opere moderne ed antiche che si riferiscono al soggetto trattato. 

I molti libri di geografia matematica che ci rimangono dai tempi più remoti 
fino ai primi anni di questo secolo possono aver perso pressoché ogni valore astrat- 
tamente scientifico dopoché, caduta già la Gnomonica, comparvero le notissime me- 
morie di Lagrange e di Gauss, colle quali il problema generale delle Carte Geo- 
grafiche venne posto sotto un punto di vista affatto nuovo, diremmo quasi inaspet- 
tato, e dopo che, in seguito, il Tissot, il Bonnet, il Dini e tanti altri illustri 
geometri ed analisti lo trattarono con tanta eleganza e profondità , riannodandolo 
allo stadio generale delle superficie. Ma quegli antichi libri racchiudono tuttavia un 
tesoro di cognizioni di grande interesse non solo per lo studio dello sviluppo del 
pensiero umano, ma altresì per T iniziamento alla lettura di altri trattati a cui non 
solo é utile ma spesso é necessario di risalire. Il libro del Prof. Fiorini ci mostra 
come egli abbia saputo senza allontanarsi dalFobbietto principale del suo trattato, 
arricchirlo di rara erudizione per modo da renderne la lettura tanto gradita quanto 
giovevole: dote rara nei trallaii di scienza esatta 

Lo schema e la suddivisione generale del libro non differiscono molto dal noto 
trattato del Germain: però la parte teorica é sviluppata nel primo con molta 
maggiore originalità e generalità, e si connette, com*oggidl é invero indispensabile, 
colla teorica generale della rappresentazione di una superficie sopra un'altra, teo- 
rica che ha destato si vivo interesse nei geometri e negli analisti moderni. Tutte le 
applicazioni sono corredate di ricerche storiche completamente originali: neir infinita 
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varietà di carte che possoao idearsi per rappresentar tutto o in parte il Geoide» 
può ben pensarsi quanti vani tentativi o futili inodiQcazioni furono poste innanzi, che 
non hanno lasciato traccia meritevole di ricordo. II raggruppamento in sistemi ben 
defluiti, la parsimonia e Teccellenza della scelta debbono esser considerate come uno 
dei grandi pregi del libro del prof. Fiorini. AI più si potrebbe lamentare la poca 
proprietà di qualche denominazione nuova dì cui il Chiar. Professore si è servito, 
e richiesta invero sempre dal bisogno di classificazione: forse non passerà neppure 
senza taccia il titolo che l'autore ha creduto di dover dare al suo trattato: ma questo 
lieve difetto dell'opera e di gran lunga compensato dai suoi pregi. 

Noi dunque non possiamo che rallegrarci della pubblicazione che ha fatto il 
Prof. Fiorini, la quule in parte riempie una lacuna ben sentita della nostra let- 
teratura matematica, in parte richiama a nuova esistenza ciò che fu fatto in antico 
specialmente in Italia, in parte accresce il campo della GeograOa matematica: e non 
dubitiamo che i cultori della scienza accoglieranno il nuovo libro col favore di cai 
ci sembra degno. X. 
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